
XIV Conferencia Latinoamericana de Informttica 
17avas. Jornadas Argentinas de Inform4tica 
e Investigaci6n Operativa. 
Buenos Aires, Setiembre 1~88. 

UNA GENERALIZACION AL 

PROBLE~.r1A DEL VIAJAf\JTE 

GTSP 

Kesner Delia 

Buenos Aires- Argentina 

RESUMEN 

Yankelevich Daniel 

1 -

Se p!anfe3. unt1. generalizacion t~l problemJ:~. de! vtajm1te (CiTSP). ant~Jízando ~u 
:::omplejidar.l. Se pmponen distinta~ soluciones a¡uoximt~das haciendo usa de ls. heurística. de 
Christotides. !a estrategia Greedy. una extension aJ Tree-Aigorithm y el metodo de LocaJ 
Sesrch. 
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Se p!;:mtes. una genera1izacion al problema del viaj&nte (GTSP}. ana.!izando su 
complejidad_ Se proponen distintas soluciones aproximadas haciendo uso de la heurístic-a de 
C.:hristofides, la e~trategía Greedy, una extension a.l Tree-Algorithm y el metodo de Loca.! 
Search_ 

1 - INTRODUCCION 

Los problemas combina\mios pueden ser re:mellos de una maner3. bastante 
sencilla_ con algoritmos ex¡Jonencia.le-;_ En !a practie&. 18. mayoría de esos algoritrrms ta.rda.rit~n 
mile~ o millones de :ú'íos en hallar la. solucion oplima. aun en las corn¡:n.rtadma:; :Ila~ poderosas_· 

Seria. idBal encontrar algmitmos mas ve!oc:-as que resuehJaJl esos m¡;;mos 
problemas, pem en muchos c¡¡¡;o:; se so;;pecha que cl1chos algoritmos no exísien_ Es por eso, 
que se intenta encontrar algoritmos que obtengan solucione:; aproxima!:ltl.s que no disten 
Uerna.~~ado de la uptü·ntt P&o esto ei:ü~len dlvev~os rnetodos y tecnjcas. 

Er este tr:::.bBjo~ ~e r-we.:enta uno. gener3Jizscion al probie:ma del vio.la.nte 
(GTSP}, que poset ia:; c:ar&cieristics.s rner:e:Jünadss. 

En e~ capttu1G 2 se e! prob~ema se propone un modelo tWFz~ndo 
g~·ruo~- En e! tercer capHuio se algunos ~obre C1".H1$pjejid~.d y se e~~w:.bj_ en 
p{:tfticuia~ !a. de! GiTSP. El ~igu1ente rfiuestra e~ 31g.affirno expor!enc.~é.~ que ve:;:.~e~ve e! 

En el co.prlulo 5 te ~os tr~s ~go¡r~_rnu~ de[\EJVoHadoe p?Yrs 
sohJdone;:. a.proxi~nad0s B.i GTSP. Rn3.!rnents .. ~e itlccü r;csrct1. 

a~=o!!candola ;:d GTSP, Expon~endo aden~&~ a~guroD~ ?~BSM!13.r,lc~; ~ear~cos ob~gn~d~~-

Una ernpfeS3. dei-Je vender ~~u5 ~lfl~.d;Jtj;ü~ 
de~ ;33Ü~.. dispcme p11.r2 ~Hu de i\1 vi~0ni:~;I que v~;-:;¡¡ ,~;: 

c~uL<8_;3e~ Jir~E\2 ernpu?tuü~;: 

e~j'f\_2 :dt:·:~a-~:~e:s. [~O~ 

v~~j3nt:e~ 0¡~8 W ... '3.t~ en ;a_ rnt~.rns ciu.c;ad_ CJ,¡;::t?:-<:;; --.G ;jc, 8~~,-:;:f: -"--::.e':" s.-si&~r':~ ~f'. ~.r:ltdf.¡-3 .[~8 :j:_,;.(~:s_¡j~~ 

a reDJnec :.:;~n t~eteJ:rÜ~i3T cuo.tes SéfBI! E-~tBt.;;_ Se ;j;;_;~;e;;:: v~:.'td-t;t el ~:Jfo~;:.kj_c-~·~i ~~; ~:o~ltr~ i.;:¡_t; 

c~udo_de~, perc un \,ru:~.ja~·t1e no pDdn.~. pEi.~3.? pcr t:~-~~1 c::;Jds.ti fEcorn~:.~ 

'vié~Jar~íe D pot· e~ rnh~n1c. 
Se quieJ?e cie~errrúnsr c-uWe~ s&?:2J1 

n1o.nev~~- quG i8 ~unl3. deJas d1si8.nciós re:cunit;a~ 

'l_ 2 - MODFLCl 

:;w:rre:.¿;::;'" __ , _,,~ e""·º"' 
'!1}:1l~E,_dr.;-~~ ü:; ::;; ,.,."'""·'''""' ~;;a 

[Ha~ 89], donde ~os nod~::; repre~en~an c~ud3_dE~- y ls.s ~~ 
acc:et1e.r de~t~e un8 chl!dB.{f s C:t4sUtluler otnt no;r ~o QU"3 el 

~-:>o.r~~ arco Tiene aderrla~· ~J_.sJG~i5.1:1o - d1sL::-,-1·::Di0 [~0 
c}ud~Jd 3 ühT.,__ Not~.r que _ia dh;taJ1da Ce is ciurü:~D A ¿lJ_ lE:. B e~ f:it->;:rnv q~.u:; de B 

A! vi34tlnte j se !e a;;igna. Ui) nuD1ern K¡ .de c~u~r:t~~es ~~. racsrre:"" 
Resokler ef GTSP es da~ a ear:~&. \AoJ0!n1e e; conjunte de d~df,_cl,:;s tr:. ?CL>1:WrBY 10 

tmml:ó. de ha.cerlo_ 



que: 

Notacion: 

G=(V.E) grato compteío con #11=1< 
A en R K X:< tal que A1 ;'=A¡¡ y A¡;= inlmíto. psra todo i = LK 
V' incluido en V y #V' = N 

lo~ nodos de V' est;,.n numern.do" de 1 a. N 
sumaloría K¡ =K ; K¡>= i para tm:to i=L.N 

Q A¡ incluido en E para. todo i 
ii) A; A¡ = {} -------> i=i 
ÍÍQ #P¡=K¡ 

{matriz de oo:¡to~) 
{dudade!r donde viven 

los \>l¡;;¡rurtes) 

iv) Para. todo e=tv1• v2} perlenecienre a. A;; v1 • v2 pertenecen a P, y elÓ$ü:m :.mims u1 • u~ 

en P¡ (u1<> v2• u2 <> v1}.tales que { u1 • '.JÜ y {\•2• ü2) pertenezcan a. A.. 
TaJ vez re~tulle rontrainrumvo que la dis.gonal de la llWb'iz de castos ccmiengB 

infinito. pero e~ la forma en !a que se lnáica que un arco r.o puede utilizar""'· ademilt esie 
planteo es u!i! para aJgunas de la:; so!m:io!'les que se presentfJ.n. 

Se podria. pensar que el ¡;:¡mbleml:\ se redure a busca.r e! ct<,mino ilsmi!!oni8JHJ 
de costo mínimo ele l!:mgitud K1. lueyc> ell:le l::mgíl!.!d K2 en '131 gnño re:mllMie de n m"'no:: la~ 
nodos del r.nimer ciclo, y a:i sucesivamente, es decir. a resolver N veces el pr::Jblemt~ deí 
viajmúe. 

Lamenta.blemenle hey canwaejemp!m. e:; decir gr3io~ en los cu¡.!leé e! 
81gol'itmo insinuado no da le so!ucion opilma. 

3 - COMPlEJIDAD 

-- (i'Clii'iiilicieliiii'Cle los pmoieinai se'tlá dci.l!.iC!fio'iie'1&~ ~aú3Jeieun¡f;\Í.l~8t 
sobre la existencia o inexistencia de a.lgommos ¡.¡o!inomica~ para vesot .. -erlos. Lm: pmhiems.: 
"demostfablemenie irresoh.!b!es" son aque!lol: para los que no puede haber rnngun !i¡:¡o CíE 
tJgorítmos. !os "demostrablemente dificiíes" ;;olamenle tienen aigoritmm de líempo 
exponencial 

Los problem<~;; ¡:¡¡;;a !m q(J,E >e c:onocen algoritmo;, de iiempo ¡:mlirum!co >t 
a~ignan a 1a ciase P Eí c:Mader de las demas problemas es meno;; seguro solsmeme se 
cmmcen ;:dgoritmm: ~uyo~ de tiempo exponencia.l. pero no esti'i rlemostn~.d&. 1? inexsi:;lencm de 
algoritrnss pnlir1ornicD-~ 

Eslm uillmos pmbiemeos se asignan s la:; c-iase~ NPy ca_NP. Lo~ pmblema~ de 
la da~e NP s-e podrian reso~ve~ con tueñe en te0npo potinom~~ por tanteo. l3. da.;:;e co_NP 
contient: tadG:S tos probierna~ cuyB. ~oh;don es ,B-. di~:vunth.le nsiu o nnou. y cuya_~ ver~jone~ 
compiemeiílafias "no'' o "sí" pel'tenecen a ía da!te NP U; c1a~e I~P _comp!eía es un subconjunto 
de la dase NP campues!~ por !os pmblem:>> qlle lienen l<!. siguiente pmpiedacl: si uno de e!!os 
pud1era re~oiverse medianle tm algoritmo de tiempo polinomico, entonce~ todos lm: dema~ 
problemas de 111 do.se NP pod!'it~Jl resolverse er tiempo poiínomíi:o. El descubrimiento de un ta! 
aJgoritrno seria demostraclon de que las clases P y NP um itienticss. 

PBió que un problema forme r.mne de 18. d<~se NP no es pfec:i>o que exist!.l w1 
metoclo eficiente de resmmder ia.s pregunla.s r.firrnativa o negath;amenle. t_o que se qu;ere e:; 
que cua:.ndo ~~ respuest3 se~. ~firrn8_üva. exlst3. un rnefoda breve y Gtinvincen1e que as, to 
demuestre. 
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A! parecer todos lo~ e::peciaJistas en Ciencias de la computacíon eslan de 
<>.cuerdo o.ctuo.lmente en que los algoritmos cuyo-tiempo de ejecucion crece exponencialmente 
en iuncion del tamaño de la entrada carecen de valor practico. Otro punto a tener en cuenta es 
que la rapidez de un algoritmo es propiedad intrim:eca del mismo, y es independiente de 13. 
maquina que io e¡ecute [lePa 71ll 

Puede parecer grotesco definir un metodo matema.iico en terminas de le!ices 
ideas y tan leo~ a.loi'iur.ados, pew no obsta.r.te.es un rnelodo pe!1ectamenle legitimo de precisar 
cu!lles son los pmblema.s que pertenecen a. la clase NP. En teoría ¡;e podria incluso mecanizar 
el procedimiento conmruyemlo un arlillcio denominado "maquim1 de Turing no delerminis1ica" 
Este di;;positivo puede eleclur.r todru: las funcione> de una maquina de Turing determin!stict~. 
pero adem::.s en algunos punto~. puede <!legir de mas de tJila manera cual va a ser la eiapa 
~iguíente. Ltt. clase NP de los pml:llemas nodelerminíl;!icamente polínomicos esla formBda 
precisamente por aquellos problemas cuyos casos particulares de solucion a.lirmaílva podrían 
ser idenlffics.c!os por maquinas e!ectwmdn una suc-esii:m relawamente breve de com¡:mlo~ pm 
lart!eo. Se considera que si la maquina no "adivino" correctamenle. el tiempo inverlido hasta. 
ese momenla no se tome en cuenta. y se vuelve haciB. el punlo de p!lflid~J. olvidandc se de lo 
m:umdo. Esto tambien se podría expliC81' en los siguientes terminas: cada vez que se llega 8. 

una. solucíon no sati~fa.ctoria. ::e hace bacldm.cl<.lng y se re;;~¡¡ al tiempo de ejeCilcion tot11.! aquel 
que fue ocupado en el camino hacía rlidia solucion. 

La frase "algoritmo nmlelermini~tico" fue propueslll. por Floyd en Hl67. En e:;tos 
algoritmos Aoyd alude ai uso r.le la fimcion "choice" para simplffiCM la descripcion elffiau:diw 
en estrategias de bus queda. En el año Hl?!l F:kes describe un sistema completo de re¡;olucion 
de problema:; en el cual esto~ son espedlícado~ en un lenguaje ¡uocedural que permite el uso 
de las funciones choice node!erminislicas. Pru-t~. que e!!o sea. posible tambien ~e inlmdujerrm los 
conceptos de "tucces" y "lailure". donde "succes" h¡;ce e>~iloso a.! aigmitmo y "failure" indica 
un fv8.caso. De esta manera. un algori!mo nodeterminisljCD puede pensarse comn un e.!gor!lmo 
que realiza copiru: de si mismo al hacer un dloice y una copia "muere" si ejec-uta oo faii!Ire, es 
decir. :>i lajl;:; [Ni! 111 

Se dice que un problema pertenece a la ciase NP _HARD sí tiene la ~jguienle 
prop¡eclad : no se ¡;a.!:Je de su perlenencie a. la. ci¡m; NP, pero ;;i luers. NP seria. NP _com¡:;lelo. 
Eslo quiere decir que es por lo menm tan complicado cümo Wl problema NP _compleiu. 

3.2- ALGUNOS CONCEPTOS SOBRE OPT!rvl!ZAClON 

DERNIC!ON 1: 
Un problema. de optímizacion es un conjunta M de ins!;,ncí<>s.(:ad8. inst¡¡.ncla. e~ 

un par {F. e) .donde fes un conjunto de soluciones Jacllbles y e es una fimcirm de ro~lo. 
e : F------> R 

DEANlCION 2: 
Un problema de optjmizaci;;:m rombü1s.lmio {PO(;) es una problema de 

oplímlz;:~cion !1:1.! que p"ra toda imtimci<:. {F, e) , f es finito. 

[le ahora en adelante :;e atrume que F y e son ctadli.S imp!icfulmenle en ~emünos 
de do:; algoritmos A¡ y A e , ya que !a amlidad de soluciones facübles puede ;:;er IT!él'J grande. 

E! algorr.mo A1 , d~o w1 objeío combina.lorial 1 y un r;;::mjunlo S ele 
parametrm.decíde CJJando f es un elemento de! conjunto F {el conjunto de o(Jiudnne:; factible~ 
e1ipecfficado por los parametros dado~)-

El 31goritmo AG , dada una. so!ucion factible 1 y otro conjunto de par&i1letro~ !}. 
devuelve elwJor de c(l)_ 

Una. instancia de un POC puede ser definido entonces como !<:~. repre,entacion 
de los psrsmetros S y Q. 



Ejemplo: 
Una. instancia. del problema del vi;;jante con N ciudades tiene como parametrc S 

al entero N. y como paramelro Q a la matriz simetrica de distancias entre las distintas ciudades. 
ElaJgori!mo Aj. dado un objeto fy el parametro N. examinara cuando fes un tour de N ciuda.des. 
El algoritmo Ac • dsdo un tour f y ls matriz simetrica de distancias. calcula el costo c{f¡ sumsndo 
todas las distancias atravesadas por el tour. 

OEANICIO .. 3: 
La version de optimiDcion de un POC es a.quella. que dados parametros S y Q 

para los algoritmos At y Ac • encuentra la solucion optima factible. 

OEFINICION -4: 
La. version de ewluacion de un POC es aquella que dados S y Q. encuentra. eí 

costo de la solucion optíma. 

Bajo la hipotesis que A, es un algoritmo de tiempo polinomico (el cosio e no es 
dificil de compu!ar}. la. version de evaluacion na puede ser mas dificil que la version de • 
optimizacion. pues dada la solucion optima. hallar su costo solo lleva tiempo polinomico. 

OERNICION 5: 
La. version de reconocimiento de un POC es aquella que dados S,Q y un entero 

L responde a. la pregunta Existe una soluéion fat:;tible f en F tal que c(t) <=L? 

La. ver::ion de reconocimiento es una pregunta que puede ser respondida por 
SI o por NO. Responder esta pregunt8 no es mas dificil que resolver la version de evaiuacion. 
pues un3. vez resuelta esta. solo se debe compara.r el costo optimo c(f} con l y responde• SI "¡ 
c~~L · 

Par lo t3nto ca.d<.~ un<.~ de las ver~iones de optimizacion, eW~.!ua.cion y 
reconocimiento (en ese mden) no es mas dificil que las anteriores asumiendo que e es 
computable en tiempo polinomico. 

Cabe la: pregunta So~ las tr~s versiones de la. misma ~mplejidad?. Bajo la 

" 
un polinomio en el tamaño de la entrada. se puede mm:trar que la version de ew.luacion puede 
ser resuelta eficientemente cuando se resuelve la. version de reconocimiento. Para mostrar esto 
.debemos evaluar el co~>to optimo c(f} formulando la pregunta Es c(g')<=L? pa1a varios valores 
de L. Esto puede ;;er hecho mediante busqueda binaria. y mediante la hipotesís que !og(c{f')) 
esta. acotado por un polinomio en el tamaño de 18 entrada. podemos hacer eficiente uso del · 
algoritmo que resuelve la version de reconoCimiento para. re::olver la version de eW~Juacion 

No hay un metodo genera.! para resolver la version de optimizacion hsciendo un 
uso eficiente dela.lgoritmo para. la version de evaluacion. pero para aJguno~ prob!em3s esto se 
pudo hacer. 

3.3- COMPLEJIDAD DEL TSP 

El GTSP es una generalizac1on del problema del viajante (TSP). en el senMo 
que esta pllmteado para. N viaja.ntes y si N=l es justamente el TSP. Por lo tanto como el 
oroblem3 del v1aiante e:: NP _c-ompleto [Lepa 81J el GTSP es por ío menos NP _completo . 
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.lntuitiva.me1lte la complejidad ot:i GiSP sparece p.:ir tíos lac:o::: 

1) Ha.llar la pa.rlicion optima que cumpla las restricciones. cada conjunto de la 
particion representa.ralª.s ciudades que debe visitar cada. viajante. 

2) Hallar dentro de cada con¡unto de la particion, un camino hamiltoniano de 
costo minimo; el camino que c3dl:l. viaja.n~e debera. recorrer. 

TEOREMA 1: 
Las versiones de evaluacion y de reconocimiento del GTSP ::on 

NP._ COMPLETAS, la de optimizaciones NP _HARD. 

Demostracion: 
La. version de evaluacion se puede formular del siguiente modo: Da.dos N nodos 

de un grafo de K nodos. y numeros K ¡ > O,. con la suma. de los K ¡ = K. se quiere haJia.r una 
pa.rticion de los K nodos en N subconjuntos, tal que cs.d8. subconjunto conteng1.1. uno y solo uno 
de !os N nodos. y tal que cada subconjunto contenga. K ; nodos. U amemos a esta condicion que 
ponemos a la p8.rticion condicion Cond_pl.l.rl. 

El siguiente algoritmo nodeterministico resuelve el problema en tiempo 
polinomico. Este algoñtmo falla si en el grafo dado no e;; posible halla.r la ·particion que cumplo 
l~:~.s condiciones o si no h!:IY ninguna solucion de costo menor o igual que L y tiene exito si existe 
una. solucion de costo menor o igual aL 



Procedure ViAJANTE C;ENERAUZAC:i)( Ci=IV.E) CiP..AF\ LENTERO), 

var 

{ V es el con:unto de los nodos del grato } 
con~ <.~ux_conj:conjunto de conjuntos de nodcs: 
aux_ V,vertnocto: 
bool:boolesn: 
costo:ENTERO: 

begm 
o.ux_ V:=choice(V¡; 
V:=\1-:mx: 
conj:{{a.ux}}; 
while V <> {) do 
begín 

vert=choice(V): 
bool:=choíce({twe,íalse}); 
il boolthen 

begi~ 

conj:=conj U {vert); 
end 
el se 
begin 

aux _ conj =choice (conj): 
conj:=conj-:mx _ cont 
aux_con¡:=aux_conj U {vert¡, 
conj:=conj U aux_ccr;j~ 

end: 
V:=V-vert 

enct; 

if Cond_part \flen 
begin 

costo:=O: 
while conj <> {) cl:J 
begín 

aux_con(= cho!ce!conn; 
costo:= co;;to + Ev'AL_ TSP(SUBGRAFO _EXPAND!DO(aux_canj)}; 
conj:= conj-aux_wnj; 

emi: 
end: 
else f&Jiure; 

íi costo <= L tr,en $Ucces 
else fé•ilure 

E: ;;e;,cii'c; ob?el'l'''r que est::: algoritmo eé po:inomico. La primer p<.~rte, cue 
(J3itG lo p¡o¡rtic•on e¡ecuta ~ C•Cic•$ >''" q••e en Gl'llio ciclo rebr3 1m noclo del conjunto de vert;ces ,­
termino cmmclo el con¡unto es~3 V"":'o 
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La ~egunda. parte es de! orden de la ca.ntidad de conjuntos de :a particion. este 
numem es igual al numero de viajante~ que esta. acota.do por la cantidad e! e nodos del graJo. es 
decir por K. y, para c-ada conjunto. se re¡,Jiz<J lo. líamada a EVAL_ TSPque es polinomíco. Luego, 
el algorttmo es polinumico. . 

Ef:4L_ TSP es un algoritmo que dado un grafo (en este caso el subgrafo 
expandido del conjunto de nodo;; p<Jsados como p3ramelros) devuelve e! casio de ía. soiucion 
oplima. Este algoritmo es polinomíco. yl.l que el prÓblema del viajante pel'leneu; l.l NP 
{;mlinomico no determinlstico). 
· Como el pmbierml del Vi8j:mte es un caso pai'licuiar de este. y el problema del 
viajl.lnte e> NP _Cüt-1PLETO este probleml:l es por lo t¡;nto NP _COMPLETO (en ia version de 
reconocimiento). 

Por io argum~:mta.do m¡;~ arriba. da.do que la versíon de reconocimiento del 
GTSP e~ NP. t::;mbíen lo es en su versíon de evruuacion. La idea es lii misma y pese a no ser una. 
prueba Jom1al !o expuesto es su!icien\e para. decir que el GTSP es entonces NP _ Cütv!PLETO, 
aun en su version ele evaJuac1on. Es senciilo haila.r un algmitrno polinomíco que di!CiB .una 
solud.on ca.!cule su costo. · 

Para complc;iar la demoslracion, por lo ya señalado. es conveniente ademas 
pedir la.s sígwentes condicione<.;: 

1} Lm co~tos de las wlucione~ fBc!ibles a! problema tienen un<>, col<l. superim. 
Esta cota debe ser una íunc!o11 polmomica de la entrad¡¡ dei problema. en nuestro ejemplo, el 
rmmem de nodos. Esto es posible teniendo. por ejemplo, 1.mr.. cot<J. al co:rto de un &Gil. Si esta 
cota e;; H se puecle acot& el costo de la solucion por: · 

N 
H *suma K¡ 

i=1 

Este numero a. su vez es men& que H * N 2 • ya. que el numero de víaj:smies e~ 
menor que la cantidíl.d de nodo~ de! grato (#V'<# V}. 

2) Lo~ co::;to: de f3~ :;o~udone~ d~ben ~er entero~. En re0~jC~d. 0~c~.nzs con 
pedir que ios costm se:m discrelizables. en le llf3dlG!i eslo siempre sucede. ya que jama~ se 
tra!Jt~ja con un numem no scota.clo de decimales. Por lo tanto. siempre podemo~ pensa.r a io:; 
costos corno enteros. 

. La ver~ion de optimiz<.~cion es NP _HAF\Ll. ya que trivialmente. si tuera NP sería 
NP _COMPlETO. por ser el vi<~jante un ca.w pilrlicular de e!!a. 

4 - SOlUCION EXPONENCIAL AL GTSP 

Como en todo POC exi;;le un<i soludon trívíiil, y consiste simp!eme:1le en 
explurar exhausJív¡¡mente todas las posibilidades. 

Se ha1lan tod¡;.s las p<~rticiones posibles de! c.unjunto ele ciuciades tl.l! que el 
cardinal de los con¡unto:; de la particion sel.ln la cantidad de cmélades que debe rewrrer c<.~da 
viojo.nte 

En cada una ele esta~ particiones. y para cada uno de los cor.junios de ciuda.des 
de Giid<:~. parlicion, se busGii. un c3mino hamiltmüano de costo minimo. A~í se obtier1e pare cad:o 
particion un costo que resuH8!ia de sum8J todos los costos de los camino~ hamiHonianos 
minimos hallados. 

-84-



Dftdo vn a!yür!trnc q¡_¡c hBl!a }J8.f~tc~one-:- rJ¡:;.t!ni;:t:; G~ un ccr;f'.mtc 

[NiWi 751 e:; muyt~H~!I ?.greg;on re>tric.cione> tale~ c-omo· 

-la pa:tcion debe contener N conjuntos. 
-cada suhconjurrto i de la ptutlcirm debe tener Cf!Jdínal K ¡ - l. 

De !as K cíurladee _¡;olo interesan aquella.~ de !a.s que i'll' pe.f!e n!ngun 
(esta~ ~on K·· t'\1. De eHas ~e debe ve:·- toda~ is~- nt'3nera.:; de tom~.r V-.1-1 ciw:iade:~ p:YJ;5 e! 
villjt~nletya que la ciudad de donde parle seQur<J lo\1'3 s 7ecmver), pfirs ei segundo ~ia¡a~e 
/t así suce~ivamente. Si llamamos C(tJ') Bi numem rombínstorío 't k.imt~do~ de ¿, !". el nmnero de 
pi:~liiciones que nos intere;;an son: 

(1\- N¡! 

-H!* 

E~ G TSF ;:üstf rnt.~chu r:hs· ~er solo ut~ "'"'""1"'''''" lliorit::n E.~~e pusb;ert~E:o tJer;e un 
nurnet~ rnuy granc~E lie ótJ!tCt''Gio:·:e~~ d_é;¡;(tp, recnrr<;Jr!s 
QlÜZ&S ~.tH~ rre:8.~ q•te ~f,~; ~~e~ vt~j5E._te B-.1 :~e~ n1tt\ t=t8!1~re! r1ü~ BQtF.:! Pnv ·P~t& ~Erti:;¡u ES ,,-,;mwf¡ezr)~, 

y neces&io pieu1teijr aJ~afit-1~0~ (\U~:.- 'u.u&qJe H...: de~ ~Da..1ctone~ optata~. tuhl\en elquna:..; 

Düs tecrHC3.s ~:n.if:den ~~r usa.c~as -::rtfnJ tnudo c~e re~ctw:iun de prub~ernc~ p~H'~ 
to~ cuaiefi no se conocen B<.!guffirno~. poHrron~iw~ 

1-Un pmbiem? C~ par~> el oue no se wnoct :3!gmit'1m po!inomico e'' 
reemplazado por un pmtdetl'i& O' e! Ctial tiene 1.m rugoffunc polinomic.o cunodda oue lo 
resw~lve ru::11a solucicn e~ 1'\pmximi:itíé'. B !a de G!. 

2-Ur: re!f!iivsm<mte ¡:¡equei'io de posible:: soiucione:; de Q e~ 
se!ec.dr:m r®zallable .m\ui~wo y genewl:timemte ¡:mbre. l1> 'meim" 

de esb1s sofudune~ [Hl~endeles e.:; ~:m·usx2a c~rnc s-n!~c~on dei problc,rne Q. 
[tilk 7:E]. 

5.?- ALGOR!T~.>!OS DE TIFMPO P')UNOMlC(j PARA EL TSP 

P~i'& el TS0 exí;;!en aigorrrmm que d::m soluamte~ aproximadas en líBlr!pü 

po!inm;¡ico Entre esio:: a!gon\ino~ se ef!cuenll'an el üREEDY l.i',HíJ li3:L e! TREE · 
1\LGORITt-!!'·{ y ei ele CHRJ8TOFIDES [P~I:l ~2]. 
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DEANICION 6: 
Se~:~. A un algoritmo de optimizacion con funcion de costo positiva C, set~. A' otro 

algoritmo que da. una solucion factible P y ses. F la solucion optima que da ei algoritmo A. 
Diremos que A' es K-aproxim~:~.do para A ( K>=O) sí y solo si 

c{F')-c(F} 
----------<=K 
. c(F) 

TEOREMA 2: El algoritmo TREE_ALGORITHM es 1-aproximado (flap 82]. 

TEOREMA 3: El algoritmo de Chrístofides es 1 /2-aproximado [Pap 82]. 

TEOREMA _-4: 
A menos· que P = NP no hay a.lgoritmos polínomicos e-aproximados para el 

problema. del viajante par~:~. ningun e > O. 

Es necesario observar que en los algoritmos no optimos cilados para. el TSP, se 
súpone que los graíos sobre los que se van a aplicar los algoritmos cumplen la desigualdad 
1ñangular. dicho de otra forma,. que lo: oostofi Se los arcos tienen la.s .propiedades de ta 
distancia euclióea. La desigualdad triangular puede plante3J'se como una restríccion a la 
matriz de costos A pidiendo que A¡ i + A ¡ k >= A ¡ 11 para cualquier lriplá l ~ ko En algunos ca:_os 
:e pide la.-desigualda.d e$tTicta.. 

· Este pedido, Sin emb8f'g(), no se requiere para prtlbar el algoritmo (es decir. 
·para que funcione) sino para gararltizar que la solucion sea "bue01.11 ... en algun sentido. Se pide 
que sea k-aproximada (k finito). o por lo menos; en caso de no cer posible acotar la stilucion en 

· 1uncion del optimo •. q.ue en la mayoría de los ~os de un resultado no muchas veces mayor que 
eloptimo. · 

Sin 13. propiedad de ia dMigua!da.d 1riangular es posible haii3J' grafos para los 
cuaJes esto~ a!goritrno!; encuentren ur.a solucicn_ de anto tan grande como se quiera. 
Intuitivamente. bs.stflria mn dsrle a alguno de los srcos que el algoritmo elige en forma obligada 
{sin tener en cuenw su co::to), un costo tan gr:mde como se quiera. 

Es interesante mencionar que ,'en los casos en los que se cumple estt 
pr~;~pied!ld, wJienoo ademlls el mayor estricto. co~ue :ucede siempre con las distancias 
euctiíieas, ·el circuito mínimo resuna ht~miltooi.ano, aunqúe rm ~e lo exija.. 

_ . Agregar otras restricci(lntH, como por ejemplo lifnitar el grado de los nodos del 
grato no results. demt~.siado util: 

TEOREMAS: 
El problema del. circuito hamiHonÍ311o es NP-COMPLETO aun si ei grafo cumple 

-la restriccion de tener nodos solo de grado cuatro o menor. 

TEOREMA&: 
E1 problems. del circuito hamiltoniano para grafos con todos los nodos de grado 

3 es NP-COMPLETO . -

[Pap82] 

Pese a ser restricciones muy fuertes que eliminarían. la mayoría de las 
aplicaciones, no ayudan tanto como par<~. que valga la pena adopt~:~II~:~s. 
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5.4- ALGORITMOS DE TiEMPO POUNOM!CO PAHA EL GITSP 

la pnmer desicion lom¡;cJa, e~. entonces, re~lmr!Jir~e a ¡¡;:; g>alos CIJ\/:3 mc;lríz Cíe: 

costo respete la desigualdalj ll'iongular. 

5.4.1-PRIMERASOUJCiON 

La primera de esta:; solucione:; tue w1;; generol!zacion del algoritmo greedy 
para el TSP [AHU 83} que dio como resultado un algoritmo greedy ¡Jars. e! GTSP. Este 
algoritmo tambien esta. ba::adn er. !os de Kru~k&1 y Prí'r de buqued0 ele ~'~Jole;; e!:m:nclidcs ::'s 
costo mínimo [AHU RlJ 

1-CreaJ para cada viajante uns componente conexs. que solo contenga a la 
ciuda.á donde e! viva .. 

2-0rdenar lo:; arcos del grato de menor a mayor. 
3-~-'lientrns exisla aigun V!C<jonte i tal que ~u componente lenga menos de K¡ 

veroces hacer 
3. 1-E!egir !e ruieia l= ~J. V¡ ia! que: 

- U)' V no e~ten en la misma componenle, ní er. di:.tlnta~ (sin percúdv 
ele generaiids::l U esta en una. componenle y V no} 

-Sea de coslo minimr; 
· No per!enezca a nlngwm com¡:wmmle 
- grS~do{Ul <2 en el amo! expandido 
-l3. compm1en!e a. ¡z, ct:s.l pertenece iJ lillfl aámrtz, ver!ice~ 

3. 2-Agregar V B díci'J& componente 
:u-Agregar l a dic.li!'l CDmprmetrle 

4-Agreg®.r et W'CG que mmm un cido en c¡¡d::; unl:l. de lss cm11[lonemes Nol!lJ 
que e~~e quec~B. univoc·anu:nte detennins.dn 

5.4.2- SEGUNDA SOUJCKlt~ 

La idea consigte en hallsr una partic1on prometedor& de ¡¡Jguna ii'WJlera, y !liego parll 
Cflda elemento de la pt~mcion ap!iCt>r el TREE ALGORITHM. 

1-0rdenar los ~reo~ del gro1o de me1mr a mFJym. 
Z-ColoCt>I a GOO!l nodo de V' en una. nueva componente. 
3-lr !).greqando íos arco~ a las componentes hs!:t!l que !odas tengan 

la etmtidad de nodos deseacls,. es decir h11ti3 que cad:;; UM \m193 
c&din~l K¡. usar l8.s siguiemes reslficcione;;: 

3.1-Si el arco une dos componentes distintas o 
3.2 -Si el srro une dos nodo;: de una mwma componenle y torme. 

ciclo dentro de esta o 
3"3-Si el arco incorpora;; ia componenete w1 nodo y entonces 

el cardinal de esa corfi!Jmlente wpera el numero deseado (K¡}, 
no se agrega el arco 

3.4-cualquier otro caso, se agreg<J el y ;;e lo qui!¡¡ del coajunto de arcos a revisa• 

{se obtuvo w1a particion del conjunte de vertices clti grato. 
y pare. cada conjunto de lf!. parlicíon se obtuvo un a.rbol exp<~ndido T 
de costo minimo} 



4-pt~r3. cmla. conjunto de le. ¡:;.ortící:;n h3.1laao h;:;.cer: 
4.1-cre8r un muffigra.fo G donde por caua arco e=(xtx2) tie T 

cre;:..r los arcos e'={x1.:<2) e"=(x2.x1}. 
4.2-enconlrar ur1 camino euieriano de G 
4.3-enc.:E1trar 11n tóur en dicho C3.mino euiería.no. 

5.4.3 -TERCERA SOUJClON 

Aquí 18. idea. tambien consiste en hallar una. p;:u1icion promE:teclont pero iuego 
para ca.dii elemento de le. particion aplicamos el algoritmo de Christofides. Los puntos 1. 2 y 3 
son los mismos que ::t.ntes_ 

1-2-3 

{~e obtuvo un3. partícion del conjunto de vertices del grato, 
y pBra cada conjunto de i3 particion se obtuvo un Bibol expa.ndído T 
ele costo minirno} 

'-'-pmt~ sa.dt~ conjunto de !~ pa.rticion ht~.lladól. hs.cer: 
4. 1-sea T =\os ve mees de T que tengan grafo impar. 
4.2-encontrar el minimo match¡ng completo M en el grafo 

completo compuesto !'olaJm:mie por los vertíces T. 
4.3-~e<>. Gel muffigrafocon vertices={lL.,n} y arcos=arcm de 

T y aJeo~ de M_Not::;r que io~ vertices de ~~ son los mismos 
reue lü~ de! gr::;to mígím.ll. 

4.4-enamtrar un camino euleriano en G. 
4.5-encon~mr en dicho camino eule;iano un tour. 

L:.:t_ tres ~oloc!ont-;=:; ~~on c!e orden O{K} )_ 
E! tree ::;lg::mthm es de orden 0(!<2) y el de Chñs~ofide~ es de O(K3) [Pap 821 
La c&nüdBd de BfCü~ en un gr&to curnp~e!to de t.<. nodos e~ K* (K- 1) i 2 ·=a_ 
Usancio esto~ resultados se ho!l!m los ordene~ de c::<.dt~. p3.so de a>.d<~. uno de !os 

algoritmos preseniB.dus. 

primera soluclon: 
1- O {N)_ ya ql!e hay N viajantes 
2- 0(2 alog a}= O( a.* log a). es el tiempo necesario p3Iaorr.ienanmalista 

de a elementos. 
3 · Eí cuerpo de! Mientm:> e~ de orden 0(~. ya que cada. vez se buse& 

~ecue-nc~eltnente en h3 li~::~t En el peor ca.so, se deber3 recorrer tod3 Ir.. li~t0 
de a elemento;;. Esle cuerpo se ejecuta K vece~, yo. que cad3. vez ;;e agrega 
un a.rcu y se termin3. cu3.ndo en ninguna componente ~e :.;ueden agregar m,3s 
8rco~, esto es,-~umaloria fiZ;) veces y sumatoria {K:} = h. Por~s ts.n1o e! order~ 
e~ O {K* 3). 

4- O {N)_ ya que haY 1-1 componente;; 

E! orden de este primer B.igoritrno e~ enlm1ce~ O( rnaxir!1D{-l'l * log a';·~~: *'a))= 
O (maximo{ K2 * log K~. K3) =O( K' j. · ;;,e< ,y 
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segunda y tercera solucion: 

1 -O{ a* !og a) 
2 ·O(N). 
3- O( K¡¡ a}. por io mismo que en el punto 3 de! algoritmo anterior. 

Para cada elemento de ia partc10n :;e aplica alguno de lo~ dos algorilmc:: 
propuestos. por lo tanto si un elemento de la pa.riicior. liene K : vertíces y el orden del TREE 
ALGORITHM o del algornmo de CHRISTOFIDES es C{K ¡ ). el orden totl:l! es ia suma de lo::­
ordenes C(K¡ ). 

Er. la ::egunds. so!ucion el orden totai e e 

" entonc-es 
O{ mroámo( !{_3. suma!ori&. K; 2) = O(K:lJ. ya. que K¡ <K y N< K 

En ls tercera soiucion el orden lotaJ resulia. O( mro<imo{ K3 . sumatoris K, 3¡ = 
O (K;). ya que los K¡ son enteros positivos y por lo tanto ia ::umaloria K; l <=K' _ 

G - lOCAl SEARCH 

Local Se&rch es un metodo que ::irve para hallsr solucím1es l:Jfl!Tll!imadas a 
problemas de oplimizacion. Consiste en hsJ!ar una solucion inicial y a pmiir de ella buscar 
soluciones cerCBns.s (en a.!gun sentido) que pem1itan mejorarle Al amjuntc ele soiucione~_ 
cercanas a una solucion dada. se lo llamar?!. vecindad. 

La intencion de de!i\lir opümo; iccalet e!1 !;:; vec!nd8>:'i de una_ :.olw::ií:m es bute& 
entre las cercanas li. e liB. la rnejor. 

Une. pol!j!Jilidlid e~ definir ia. vecim::lsil ae tm:s. solucicm c.nmo tods.s li:!.~ 
solucione~ posibles. La o¡:mesta. es definirla. como al conjm'lto formacio por ella mí::ml.'. Emre 
estos dos extremos pueden e!egin~e rnuc .. hisimf.3 ·ved~1dades~ e~ta~ debe~l se~ senclUas de 
explorar pero no dema.:;i::u:io l}eqmúi!.l.t. as maners. c¡m'1 e! op\imo loCI!I ses. lo ha.sl¡;,n!e !:meno. 

Puede ser convenicm!e elegir tm<i. vecindsci peqw::fi~:. 8.UL b. riesgo tle revisaJ 
\fru'ias vecimi;;;des <~mes de nalls.r tml> solucwn k}uem>. e !rabtljl'.l' con vecindades gra.m::les. 
¡:¡a_gando el c.Dsto de un mayor tiempo de busqueds .. 

Todos estos com:e¡:rtos de LOCAL SEAP.CH se s.pOJ~:m en la pra.ctica. Solo 
· mernl'ifife · exfierimeil1atfon ·puede ·refolver-::e ¡;¡ ¡¡¡-¡·¡:¡. veciiiastr es rifejor t¡uin:ítta ·o ~r u1fa 
mlucion inicial o conjunto de ~oluci¡¡¡¡es iniciales es mej<Jr que otro. 

6.1 -CONCEPTOS GFNEP.A.LES 

DEANICIOil! 7: 
Un opilmo global de UlllZ instancia (F.c) es un l ¡Jerteneciente l' F tal que 

c(f) <~ c(y) paJ::l. todo y perteneciente a F. 

81 (F1. e¡} es tml'. instancia del GTSP. F: es el conjuntd de todo~ los ciclos que 
cumplen lt~~ restricciones par& w• graío dado y la funcíon c1 oe costo esla fie.da par la suma de 
!o~ costos de !os arco~ de la. so!ucion fa.ct~ble_ El GTSP GS el G'Onjurdo de tada~ las ingtancias 
cmrespcmdien!es s. grruos complelo~ con fi.mciones de co::to simell'iCB.s: que cumplen la 
desigu::iid¡;_ti trisnguím--_ 

DEfl!'.IICIOH 6: 
Da.rlo ~~~ f.lml:liema cíe optimizs.c!on Z con im;tl:l.ilClas (F-;: .. c;:) una vecinds.ct es 

una. luncion N: Fz --> p¡;,yle;;(Fz) . deiimds para. cada íns!anci;:: 
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OEFif.,<:;l0r. S. 
Dada una instanci;:~. {Fz. cz) de un problema. de optimizB.cion Z y un3. ve::hd3.d N 

p;:~ra dicha. !nst~mcitl. untl. solucion factible t de Fz sera un optímo local con respecto a N si 
c(f) <= c(y) para todo y perteneciente a N(f). · 

Ejemplo: 
Para el problemt~ del TSP se define la vecindad 2-change como N2(f) = { g 1 g 

· pertenece a. F y g puede obtenerse de f removiendo dos lilcos del ciclo y reemplszandolos por 
dos arcos} 

Se podria generalizar esta idea pt~ra untl. vecindad R-dlange_ 

TEOREMA 7: 
Pars el TSP el optimo local de tl2 no es neceSB:rit~mente el optimo giobal pero el 

oplimo local de NK (K numero de veriice~:) es ~1 optimo global. · 

[Pap 82] 

- DEANICION 10: 
Una ::olucion loC8l optima. para el TSP en una vecindad R-change se llama. R-

opt 

Pan~. ht~llt~r una solucion R-opt se define la tuncion MEJORAR 

. · MEJOR.AR(t} = sl existes perteneciente a NF\(f) tt~l que c(s) < c(t} entonces s 
sino'no' 

Ur: algoritrno para hallar un ciclo R-opt es entonces: 

procedure R-opt (var 1) 
t= 3lguna solucion inicklt 
wniie MEJtJRAH{~ <> jnu' do 

t= MEJORAR(t}; 

. E:;te algoritmo bus¡¿¡. e! optimo en una vecindad. 
El probiema ahora es 

a.) encontrar una vecindad adecuada 
b} dar una solucion inicial {o mas) 

Por otro !a.do. ¡:e tiene la . posibilidad 'de busC8r pocos optimo:; !o cale:: en 
vecindades muy grandes. o buscar muchos en va:riaJ: vecindades pequeñas. 
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Lll.s vecindades R-change lt!emn estm:Jisda;; para. e¡ TSP. ha.ciemio eotasi;. en 
N2 y N3 [Do 58. Cv 51!. lí 65. HK 6!1. crm las siguientes: condutiom:s empi!'ictls: 

a) Li!.:: vecindades 2-dlange y 3-change resu~on muy buenas 'f ml~t.\.•ame11te 
sencillas de ulilízar. 

l:l) La. vecindad 4-chMge resullo mejor que la 3-c!la;,9e. perc las me,ioras ~ion 
ia.n pequen as que no conviene eninmtar el costo mayor de busquedt~. 

pj l::l vecindad 3-cllsnge resulte tan poderosa. que en la prt<ctica e:: ca:;i lo 
mismo oomenzar c.on una. solucion 'i:mem>.' (a.¡:;wmémad;:;) Que con una hallada ¡;¡j azar. Esta es 
c.ompletamente conlraintuilivo. en general :;e esperaría que empez11.ndo ron soh.Jcione~ b!lenE>~ 
se c.on¡¡iguieran aproximaciones mejores. 

d) La probahliidarl (hall¡¡.da empiríeamente} de que una. so!ucion 3-opt p::>Js ur. 
problema de 48 ciudades d;;.do sea opíimo global, es S+mmimadl!l.m~:mte de f:Ul4. Luego, para. 
1 00 oomdt~.s. comen:nmdo de sol!lcíone$ 'sJ az¡;¡.f' la pmbabí!ídari de hailM e! op!Jmo glab;;l-m 
de!Hi3 

e) la prob&.tiiidad (hallada empil'ica.mente) de que w1a. m!ucion 3-opt ~ea e! 
oplimo global es sproxima.da.menle de 2 -í<i1ü . 

Como conciu~ion de lo anterior. se ·ve qm~ parl"l. el TSP e~ eledívo uliiizar 
~ohJC;j¡:meg ifticiales elegidas al azar. que 3-change es i.ma vecindad !Juana que mm::hru: 
corridas ayudan mucho pars. encontrar un~;. solucim'l aproXimada· E! eKlto · con el TSP 
impulso a utiliza~ esta ternic;,. rol! o~os pmti.Jemes. S\n emi:lar~o. anotfo;, prolJ!t'm~i.' er.los 
se deban t!eñrnr vecinrl1!.des mas debiies, ¡:medB re;mlt~r oonit::::nier,t:::: mmmw·ar oon ¡¡na 
soiudon buena hll vez hellacla ron un aigoritmu de apr0011acioo. 'lamentiilllf'tr:ete, ~o~ kJ¡¡ 
resulta.dos en esta ~Iea no e~tm1 t1.¡:¡oyado1>. !obre una base leorieé~, pcr lo que 1otil:l. hi¡:¡otesls 
debe jus!ffiC3l'se empil'icrunen!e. 

El pareddo eritre e~ prubterr& r~e! viojB~11é y el GT3P >'" ia posibfli.dad de 
encnnll'ar ron relativa tacilidad una buen;:. soil.Jcíoll iniclaJ oon los alyorilníos propuestos 
Mtericrmente. llevan a contemplar la. posi;Jilidi!.d de utilizar esie metodo pa.r<J el GTSP. 

5.2- SOLUCIONES !NIC~ALES AL GTSP 

·a-P&Ja el-pmb!ema~HSP·es dectfvfr~JSar·sc!ooooes·iníei!iles··elffi}idas· al­
azar [Pap 82l Oira. posibilldtul sefia entonces generar V3Jia:> soit.lciones al a.zar par8. el GTSP y 
tomarlas como soluciones inicirdes. 

1:1-Umí posibilidad es toml:'lr como solucione~: iniciales aquellas que se obtienen 
por los aigoritmos no optimos ya pm¡:lt.le~os. Esto daria tres solucíones iniciales (Greedy. tree 
algorifum y Christofídes genert~Jizl:l.do). o menos pues podrian coincidir algunas. 

e-otra. posíbilídad es generor las x primeras soh.1cíones con el 8.lgornmo 
exponencial. Pero la.s obteníd¡¡s en a seran en la mB"¡oria. de los casos mejores con respecto aJ 
costo. Por otro lado esta. idea no da. so!u.:::iones toi<.~Jmente al az81. ni solucones 'buena;;', ni 
soluciones demasiado lejMas, por lo lanto esta tecnica nc se tomare en cuent¡¡_ 



S?- VFí:iNDADES ?ARA EL GTSP 

:3 -La pnn1er5 proput:;tB. e:.:- naH3.r ~3. vecmac-.d :2-change G 3-C;icnge p3:r,:; C3UE: 
subconJUtlt:J de unB p8.rticion. 
E~ ca.rcJinaJ de 2· chonge es: 

N 
# N2(Q = sumato;j;¡ W. * (K, -3)J · 2 

i=1 

con !{; >= 3_ Es impmts.nte que esíe numem te<:~ polmomico con rel<~.clon Eli numero de nodo:;, 
y!'!. que i:l:o. una cola. polinomlc8 rle1 \lempo que se requiere para rellliz;o;r un<;'. !Jusqueda ;;,ni& 
vecindad. 

Eslo se debe 3 que elegido un a.rco .no puedo elegir ninguno de lo~ :;cly1:1cen!es 
·a¡ el {n¡ el r~ismo avcoj puet el vesuHadc de remover esos dos 3fOOS y tJgregar etrcs das 
tr.esufl&iBn ser- los :-:-1isn1Gs} c~3riCI. e) rnismQ grf:l~D . La divt~ion por dos e~ poyque :: io~ efecto~ 
dei p~ub!et11a r.:::.;uik"i lo a1J~n1o elegir ei arcu (u..y·j que ?J ~~co (Y.JJ). Adems;; :;e picle' ':F:: \~3 
porque stno e: nun1ero L~~., * \K; -3)] ,· 2 -~ería negativo y nc ·ttni::ris ~entldo. E~tü ~:, p~rqw~ 

fi:lmover dos 'ilrCCS en U!1 del o Qe cio<; O tre;; <JJCOS !lblfQi:lfi3.? elegi(düs s.n:::OS·3.cl¡'3C311le·s y e;-;o 
n:::: puede pl>!:<'! por lo dic!Jo i'lnteriorrnenle 

~=,-UiStr:~rnos ·¡ -p·s~i a la. vecar~dC~.c~ que se abt~ene B.~ ®.piicsr yrH1itmCíDn N1 e· ~aj 

que· g/ g pertens::e 3 Fy g_puec~e obtener~e d~ f inierc.5Jnb~ando Z WJf~Ds ::~el gróio de 
Hl?tH:ro 13.~ que C3.dti. nado pertenezca~- un ~ubcon~unto de ~ifl. ps.rü~]o~ dlsitinto} 

miS\lJe":J. se puede aeílniw lil13 veclmlad m-part omer~ido a ele m<i:l 
~olucion i::;_ctib!e la ÍLlfH..:ion k,_, ~l;~: f~T.P ~) ={ g · . g -peñenece ct y g puede 
et~~f3n.:::(se dt 1 ¡~·¡L:;rc-C~rr!~JlD.ndc 2~l"n nodo~ r!el gH~io ·de rll"laner.J. t~! qt~t m pertenezcan a. u:¡ 
~tú>:.2~itn11o de !tJ ~JBZtic::cm, y la~ ?1r1 nodos t). otr~~ di;s:ür.~a:J 

~ Pf'X;3 eHo ~e p~cie t~~~e lO$ dos ~utc.,Jn~un\ws ienga.n CB.rtEna.l e.sbidB.rnente ra1a;nJr 

N 
otlml".ÍOfiB [!' 1> ¡¡!- !(.¡ )1 

í=1 
# rl;p{f)= -'-------------------------

Este numero se debe ll qw:•·cadl'l Gl!.ldf,_ci del grato puede rer interclirnbiarlB con 
c:_:).lquiera que no este: en su n~!sn1o -s~~bc:::;rJ_ivnto de is. p;3Jticion. Be divide pür 2 ~Jar::; ;-:o c·~~:ü8r 
arcos repetidos. 
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Psrt~ tomJalizar el concepto de vecindad 1 ~part se introducen los sigwen(!:;¡, 

\lEFiNIClON. ·¡ 1· 
Dacia. una pa.ilicíon unifomJe {A,B} y elemento:: a en A y b en B; la opera.aon 

definid¿¡ por: 
A'=(A-{al} U {!J} 
B'=(B-{b}) U [al se llamuwap. 

Una particion uniformE> lA.B} es téll que #A = #B 
Consideremos el electo que tiene el swap sobre el costo de la particíon A. B. 

OEANJCION 17: 
U¡¡maremos costo externo asa.cítl.do a un elemento a perteneciente· 8. A. 

E(a) = ~uma d a · . .. 

i en 8 · (d, es el costo del arco (l<.y}) 

Uamaremo!"> costo interno asoaada a un eiemento a 
-1{a} = sums di .. 

jenA 

D{a} sera !a. suma E(<~) + 1{3} .~!costo de un nodo. 

lEMA 1: 
Dada. Ulli!. soluciot'¡ f<t.ctilJ[e L el swap de a . .¡ b resulhi. ér\. una r~duccion de costo 

de:. 
.. . g(~b) = c{fj- D{<') -,D~b} +i:la .,, + d""~-+ d0 ,,, + dvz 6. donde (av:3) , {v.¡..a} . 
(I;J,Vj) )1 (v2,b) SOn Jos nuevOS MCQS incorporadOS .. 

DEANICION 13· 
· ·La VECINDAD SWAP (N:¡ pt~r~ un. probleml'! de ptlttcion~s uniformes r::s 

-Ns(s.b)={toda.s las particiones uniiorme:: A' .5 que pueder ser olJtemcta~ de la parlic1on umtorme 
• A;B por i.m sil!'l!JI8 swa.¡:;)" · · 

Se puede encontrar un ;;wa.p 1avomble q,-i_:{N~). exar11inant1o g(a.IJ) nar<:> ioac. 
· par a errA b, en B. ·8e. puede investigar la vecinclsd definida ¡Jor.el mtercambio de •1os 

t;;!ementor: de A COL dos elementm de B !;;h fi(N •; Esta e~ la idelr de Nzo . ' se tJOdri8 . 

tormalizélr del ~iguíente modo: · . · · . · 
Dada.uná particlon A 1 =A 1 1 U.A12. A2=A21 U A22. A3. . AN. un-elemento de la 

.• vecindad Nmp seritt. :, 

A1'=A11 UA22.A2'=A21 UA12.A3 ......... AN 

· tlÓmfe #A-12=#A2Z=m 
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soJucion inicial 

Algunos de los ~~cJnos Nlp de la solucion inicial 

-95-



L .. : 1dta e~ reernpia.z,3.r lc. t:n~gquecH:~ c~e un swa.p iavora.ble pe!-· tm~. see:uen-c;¿, 
~?' ':;r3t~c eL:·: ~ _;,·yp~ ... : .. l~3.r:dc ·r:l cDsto de ií~; :n~t?tn:-;i-B ciei probh::rn;.3.. A~i una ~ecue-nci;;;J íavotii.b!e 
de k sws.ps es obtenida: 

1-cs.icuiar D{\') p3:3. todos io~ slernen10~ ven V=A U B. 
2-busc~?" el pa.r 8~' 'h~.: qut 9·: = g(3, ;,b1 ~j ~Gél lo rn~_s ch;;:;o posibie. 
3-!nterc;_JiTib!~r a1 i y b1" y Ye~Jcu~r.J D. 
4-r:~pet" lo;: paso~ 2 y J obteniendo anl>_ seciAencia. ele paJes Bi. bz'; ... ; ak'· b1/. 

lJrw. vez que un par tue elegido 110 "e ¡:mede elegir nuw"men!e_ 

De e~13. ion~ a se obtiene un::: secuend:a 9·: ... g'"· que corre;;ponde o loe pc.res 
eiegh:to.:. y to_~ eme el res-u¡t;:,do a e irnerCBt.rnbiP~"' el conju~llo X={a1 ¡. ..,.a.v ¡} con Y={b1 ¡6 Jj·_/} es 

G{kf=surns. g; 
>1 

Gu<~ndo k= t!f;, = ,:,g se e>len inlereiimblantio lDdm los nodos de A con ios de B 
por 1o l8.nto G(M_):::ü_ LB. ~de;3_ E.:~ b~~tCJ:liY l( ~a~ Que G{k) te~. rninir~·~o 

Ec1 s! GTSP de -todo~ .los ~?ubcunjt.mtos de lo. ps.rtJcion eoio se t~·absj~. con (1üs y 
ei~tns f.H~edE-~1-~e:1er cDrdin~Jer diie;rentes yl2~ por ~o t3.ffio te p~cie k<=t1J.t<=t2. 

c-A p~fiir de 1s. id eJ. ~-ugerirJCl. en b -~:e propone ·~JrHl vecif1dad crm to; tJnc~Dn 
deí~rüd3. por· e·: r;ig\Aienle aJg.or1i~Y~cr 

1-Seo .. =~¡ ~B- ps.?tdon rlo.ds puf ta. ~oíuc1on f·.act\b~e. Se ~ide que A ~enga. _ai nisr~Ds dos miernbrog 
(pa~· !L :new:Js .::::10;; v13_;t~Taie:::}. 

A ic '>umc qu<::tlo un llli8rr,i:Jm cíe ft !•:;JW'il que antes pi'IJ:3 GI!C'::> elerm:mto de !Jl 
vecü1dad 1}':;,· (~t~e.N t~!~_;edt: F~-er ¡;-·np&J) 

t :..aulthnfi. f-iüfiibind~.l~ ser!CJ. c:on1blna.r toda!; esta.s ideo.~. Pero C'l.qui tarnbien se f)!'es-ente.;·· 1J3t!3~ 
f11B.ne~>3.fl posf!Jje~? t~e hs_cerlo . 

. Uné>. de; elios :;eri:;, d::;,::ís uns. ~n!ucí:::•n íaclibie hall;:~r !<i vecindad con lo íl~nciun de1inid3 en c.y 
Ptws_ CB.de e~ernento de iB ~l~c~nr!a.d ~.ph~.r iB·!uneion N~-
C~r-B iorrns_ ::::-c:ría r-~st!B.r it· \?t:cin[~etd -pB_r; rnedic.nte 1a Lmcion N1¡;, y p3JE cada e!env:~nto de h:~ 

v~Sdnc;-¿l.c~ :::.pHc~.::~· N~ Tt!_:·nbíen :S.E po~~rie. hoJi'EI_~ pnn1erL' 2-chB.nge y luego 1-p3.rt ps.rs. cad3. 
e!~rnento ·:!e: 2··::har~~e- E~te rneto~o podrio~ genera.Hz(l.r;;e~ 

Es cloro qu:e la !H8JO~ op. tOn A 11n;3 f'~-j:trstP.aís combma(~(t F-: 1e ,_.,-~ttceoh. 
intuitivo se jw;tific<' ,je !;. .-:¡qu;ente msnP.rs 
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TEOREMAlt 
#t~2{N, R(fj) = #Né 'J(NJf¡) =#N¡ ;.(f; * #N¿(f¡ 

8eaftm8. solm::ion iniciaL y se<>n gl=#N1,Jf¡. G1= N, 0 \Q. g2~ 
(N2 N1p)(J)=(N2{N1p{f)}); e:.!o es ¡;¡_pltcar !a iuncio!l N1p a la so!ucirm micia.l t ~ í11egro aplicas N2 
catla elemento de! ronjunlo G1. 

#{N2(N1p{l})= suma. #N2{g) 
gen N¡p(l) 

(N1P N2}(f)={N13íNAl1)i; e:rto es aplicar la rum::ion N¡ a !3 ~oiucion imcía~ t y lue!jo ap!;c:ov s 
ett.da e!~rrtento del conjunto G2. 

#(N1 0 iN2{f}))= :;uma. #N1p(g) 
gen N2{i) 

R-cha.nge esta. incluid&. en 1-H::tl<uw::o ¡;;i:,;;únente l!M'loY( Gc!:" írcl,_ü;:'.: 
en m-¡Jart de R-dlange} 'l m-p&ri esta im:luicts. en H-!~,,~,,m, ae m-psr• ¡duslme:nle e~\ó 

inciu¡d&. er. m-part de R-chl:mge). 
La demm:lí'acioll es trivifti. D<1.da !a íuncim; 

indtíida en NR(I\Im::AfJ}. f pertenec-e a 
r.ob.cion qua represent~ enve<lMad 

En particulí1IJ~o~no f pertenece s 
lttego Np{l} esta im.:!uidÚ en NR(N;;10{li). 

C:rnno 11 perianece !il. NR.{!JL p!llm ~.d!!. g perlem::cient.e 1'i 

NR{g). luego pan; kdD gen Nm0 {l}, g e;;t;::¡, en is uniool c!elinii:l¡;; mr;t anibR 
im:luido anNR(Nmp(t))_ 

Dm>lmente se t!emueslr~ !B. segunds. afirmacicm 

g per~enece a 
Nm0 Pi ~~i2. 

QuedaJia ai'lma por definir que estr&legm oombim.<.f.is. de ias p¡¡¡;;ibies elegjmo~. 

En !3. vecindª_ci-"2-ch~.nge de una. ~oiuc.ion Í8.ctibfe t di1.ct~s .tos 3.rco~ y 
{;;;,s,¡} de tm ciclo C: de il! soiucion t queda aeterminactG m1 <mic-.o vecino de í s&Gl'intiO eso¡¡ 
aroo::; y lo:: arcm que los ¡;ubsti!uyen ::on {s2.sA) y (s1,s3). 

Esie lema se ob:;erva gn:riíC~:~!mmte. Deber~ verííie8.rse pm ~eparstio ¡os ca-::os 
(s.) los <~n::os son adyacentes y (13} les arcos no son acya.cemes. 

TEOREMA 111: 
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N1 0 (1112 (~) "' Unícm N1 p(g) 

genN2ID 

Dado r en N1 0(N2(f}) e:.Qste h en N2(!) tru {itle 1 perienece s N1 p(l1}. 
Por el lema. anm;im, como !1 perteneces. 1'12\1}. ti esta U!líwcamente deleminado por io" a.rm2 
e!egídos. 
Sean {s1 , s2} y (s3, s4,)los arcos ele¡&ídos Pm el feír•& <>nlerim. los cambio:: tuevmr 

{si, s2} -·> (s1 • sJ) 
(SJ,S..¡} --> {:>2,~..¡} 

Si {(s,, s2}, (s3, :;..¡)}"' {{¡:1, lSJ}, {s2, s4}l (en este cBso !os arcos serian ad~rentm:} ~e llene h~l. 
!uego N1¡¡(1l} = N10(t) por Ul'l teoreme. ameñor ests. incluiao enN2fN10{!1) iu&go e~re. 

!nduido en N2(N1p(l))_ 
El! ~em::i!lo ver que ~;ir egta en ~p(!l}, r eslin!ral\IOC<lmeme determinado ;"~ •¡ew~ces v;, v1 
elegidos p&a el CMflbill 
Anaiísi;; porce.;;m;: 

b) v1 <> v;, ="'> v1 esta en Pi yv2 es1ií. en P2 ro¡¡ Pl <>P2 eieme!im~ de !~. pMticior. indutiml 
por ~1:1 so!m:ion mdlble f 
Hay do.; poslbi~idadeii: 

b i} :;m perdida de genert\iidativ1 = s1• 

b2) \•í <> S¡ fJí'J'ía j = L-1; i ,. 1.2. 
Por el lema smenor.lof.la olre pusiniíidaél es eQUili<i\erne {s.¡J.g.} a cte eme..;; dm_ 

&. el caso h1) la apiicaclon de !a!duntiones es lotrumen!;o c;.mm~rta!iw. es decir. 
sl selmga!2ialreligierrdo tst;$'2)y·{~:¡;~4} y 'de· in. r-eligiend~:tv1 ;"'1·--··~;¡;·pufide !.legar-de htt.' 
eligiendo pri~ro v1 y v2 y luego de n' a. r eligiendo {s1.s2) y .{~:¡.s~. La vel'ifioocion de que 
11mbas transiormsciones son vruida~: {l!evru; de una solm:::ion fadibl<l ¡; oirll! so!ucir"'l factible} e1: 
muy rencilla 

En el taso bl) tenemos q¡¡e: 
v1 = ::1, luego como P1 <> P2. v2 <> s,: l = 1. _ 4 

de í ::e lieg<~. a_l! por una transíormacím1 a!Sociada a N2 y de h ¡¡ r ¡:mnms &:ociad5 a N: 0. 



-- _:-

--> 

c .. :>~-~-_-c;:~J veMhc~~-:· C~UG ;iCW' ~rt:tG~:L_ 

'&:=>_.-_,-::;._:. fie~¡;.--,,.o_.~·- ;,,,~ =-~=.-;:: ,::::.d·~s ;_;n -\.:'·eck'¡iJ r~!~e 

v3:::;h~,?~:¡e;;- iJi::ldb . .s. E: ·;::;cJno h:3Bf".%:~rt e E u;rer.:~g?1.rnen1e r. 

ei ho:;n1:a t~n1;e,~-~;-_ E:S{;::.:­

trs.n~1ctmtw.eiar:s~ =~; :;.,-_ 



6.4- METüDO DE BUSQLIEDA 

Pueden aplicarse varios melados de busqueda Uno de ellos seria adoptar la 
l3flmer solucion que se encuentre en la. vecindad que sea mejor que la que ~e tiene. El otro 
extremo :;ería_ buscar en toda la vecindad hasta encontrar la mejor solucion y adootarla 

Se debe tener en cuenta, tarnbiert !a idea de REf)l)C(JION Un ejemplo de la 
aplicacion de esta idea en el TSP es: al obtener vario~ optimos locales; se ot:u;el'\13. que tier.en 
t~rcos en comun. Una estrategia es, entonce:, fijar esos arcos y seguir buscando pero ahma con 
menos arcos: se redujo el espacio de busqueda y &e trabaja en subconjuntos de 1M 
vecindades. 

Otra idea llamada DEN/AL consiste en hacer exactamente lo· opuesto. Estós 
a.rcos que aparecen repetidos se prohiben. ya que se piensa que bu.scar siempre "por ese 
lado" puede estar enganando a 1a estrategia Se fuerza a respetar la heurisbca pero para un 
conjunto de soluciones alejado al que se esluvO revisando hasta el momento. Esto sifve sobre 
todo si la solucion obtenidá ~ ale¡a mucho del optimo. 

. . En el momento de implementar ef algoritmo, tambien debe tenerse en cuenta e! 
orden en el que se va, a realizar la busquedi Este orden puede tener o no· importancia 
dependiendo de.l problema 

7 - CONCLUSIONES 

En este trabajo se presenta una generalizacion de un problema muy ci:Jnocido .. 
A lraves del GTSP se intenta ejemplificar IJJI8 metodología de trabajo para el'!1renlar y resolver 
problemas muy complejos,. ya sea usando fsoluéir:mes · a problemas sil'r.ilare:; o tecnica.s 
modernas como local seMch. 

Al h8ber con1ado con una 1ormalizt~cion del concepiD de vecindad, re pudieron 
obtener wJiosos resultadosteorico::. 

Las t:ónclusiones halla.das aceres de la complejidad del GTSP sirvieron de 
impulso para. buscar distintas soluciones aproximadas de tiempo polinomíco. -

Es importante tener en cuenta que el GTSP es una posible generalizacion al 
problema. del viajante, otras generalizaciones podrían aportar distintas ideas a los temas 
planteados. 

En el trabajo se presentaron vanos atgoritmot. Para ¡Joder compararlos y . . 
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