XIV Conferencia Latinoamericana de Informitica
17avas. Jornadas Argentinas de Informética

e Investigacibn Operativa.

Buenos Aires, Setiembre 1988,

UNA GENERALIZACION AL
FROELEMA DEL VIAJANTE

GTSF

Kesner Delia Yarikelevich Daniel

Coptials Dur ariorl ating araar i
o rersttpehchoainoeainets

RESUMEN

Se nlantes uns generslizecion 8 probiems del visisiie (GTEF), snalizando su
complejidad. Se proponen distintss scluciones aproximadss haciendso uso de le heuristics de
Christofides, la esiralegia Greedy, una evtension 8l Tree-Algorithr v £t metodo de Locai
Search.
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RESUMEN
Se plantes una generalizacion sl problema del vigjsnte (GTSP), analizends su
complejidad. Se proponen distintes soluciones aproximadss haciendo uso de la heunstica de
Christofides, l2 estrategiz Greedy. une exiension al Tree-Algorithm v el metodo de Locsl
Search.

1 - INTRODUCCION

Los probiemas combinsiorios pueden ser resuelios de una manera basiante
sencilla con algoritmos exponenciales. En I praclica, la mayoria de esos algoriimos terdsrian
miles o millones de afios en haliar 12 solucion oplima, sun en las computadoras mas poderosas.”

Seria idzal ancnn!rar algoritmos mas veloces gue resusivan B850 mismos

problemas, perc en muchcs Cas0s S& s0spechs gue dichos algorimos no exisien. Es por eso,
gue se inlenta encontrar algﬁntmm gus ablengen soluciones apm)amada: gue no disten
demasizdo de la optims. Para esito existen diversos melodos y lecnics

Er esle irebajo. se prezents una generslizacion ai problema del visjanie
{GTEF. gue poses ias Larsciensiices mencionsdas.

En el capilule Z se plent=s =l problema v se propons un modele viifizando
grafos. En el tercer capiluio se inoducen algunos z.nn&aaic U‘Jn. complejidad v se 2siudis en
particular 13 del GTSP. Ei siguients captiuic musshra =l algoriimo exponandis! qus resusive gl
problems. En 8 cepiulo b se pfﬁﬁem‘an ios ¥as slgorimos pﬂéiﬁﬁméms deszrroliados pars
hallsr solucione: sprovimadas 8! 3TSP. Finalmenis, s infroduce e lecaica de locs! search,
aplicendola 8l GTSP. sxponiendo ademss algunos resullados tecricos oblenidos.

{fefj(;u{ie\;, pt:r‘!: fitel mai
vigianiz o por el mismao.

Se guiere determinar cusl
manera que la suma de lzs distanciss rec
iTE

22-MODELD

En principio &l modelo mas
fHar £}, donde ios nodos represanian cludade: vios &
acceder desde une cludad e cualguier olre, bor o gue el gr:

Cars arco fiene acemas 3
ciudsd 5 otra. Noter que Iz distancia te ls clutied A 2 iz

Alvisjarie | ze e asigna un numerc K da e

Resolver 8l GTEP es dar o ceds vigjs
forma de hacerio.

3
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Notacion:

G=(V.C} grafo completo con #V¥=K

AenRE*Fialgue & = Ay A;;=infinito, peratodoi= 1. K  (matriz de cosios)

VincluidoenVy#V =N {ciudades donde viven
ios visjantes)

los nodos de V' estan numersdos de 1 aN

sumaloriaK; =K ; K »=1psraipdoi=1. N

Uns soiucion sera uns particion de V. Py ... Py, cads P asociado s un A fal
que:
i) 4; incluido en E parafodoi
i!} A; lﬂ.,‘ ={} s = i=i
i) #P, = K;
i} Para lodo e={v. v} perleneciente s 4, v, . v; perlenecen a Py axislen unicas u; . u;
en P, {uy<=vy, up <> vy)isles que {uy, vy ¥ vy, ug) perienszcan a A, .
Tal vez resufte contraintuiivo que is diagonal de ls mabiz de costos conlengs
infinilo, pero es la forma en Is que se indica que un arco no puede uliizerse, ademas este
planteo es wlil para algunas de las soluciones que se presentan.

Se podria pensar que el problems s& reduce 8 buscsr el caming hamillonisno
de costo minimo de longitud ¥, lusgo &l de fongilud Ky en el grsio resuliante de & menos los
nodos del primer ciclo, v asi sucesivamente, es decir, 8 resolver N veces el probilems del
viajanie. :

Lamentablemente hsy contraejempins, es decir graifos en los cuales @
algoritmo insinuado no da la solucion oplima

3 - COMPLEJIDAD
3.1 - ALGUNGS CONCEPTGS SOBRE COMPLEJIDAD

La clasificacion de Ios probiemass s& ha deducido de las sciusles conjgwras
sobre la existencia o inexistencia de algoritmos pofinomicos para resolverlos. Los problemas
“dempstrablemente irresolubles” son sguelios para los gue no puede haber mingun lipo ds
slgorimos, Ios “"demostrablemenie dificiles” solamente fisnen slgoritmoz de tiempo
exponencial.

Los problemas para ios qug s€ conocen algoritmos de tempo polinomico &
asignan a2 la clase P Ei carscler de ios demas problemas &s menos sequro solamenie se
conocen sigorimos suyns de Hempo exponencial, pero no esia demostrads (2 inexsisiencia. de
slgoritmos polinomicas.

Estoz ulimos problemas se asignen s las clases NPy co_NP. Los prohlemss de
ia clage NP == podrisn resolver con suerie en tiemipo polinomico por antec. La clsze oo NP
contiene todos los problemes cuya solucion es 1a disyuniive "si® 0 "no” v cuvas versiones
complemeniariss “no” o "si" perienecen ala clase NP Ls ciase NP_completa es un subconjunio
de la clase NP compuestz por los problemas gue tienen | siguiente propiedad: si unc de eflos
pudiera resolverse medianie un algoritmo de fempo polinomico, enfonces todos los demas
problemas de 1s clase NP.podrian resolverse en iempo potinomico. El descubrimiento de un tal
algoritmo seris demosiracion de que las clases Py NP son idenficas.

Para que un probleme forme parie de la clase NP no es preciso que exists un
metodo eficiente de responder las pregunlas sfirmative o negalivaments. Lo que e auiere &3
gue cuando ls respuests ses efimative existe un melodo breve y convincenle que ast o
demuesire.
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Al parecer todos los especislistas en ciencias de la computscion estsin de
ac:um'c'o aciualmente en que los algoritmos cuyo-{iempo de ejecucion Crece exponenciaimente
en funcion del tsmano de la entrada carecen de valor praclico. Oivo punio a tener en cuents es
que la rapidez de un slgoritmo es propiedad intrinseca de! mismo, y es independiente de 1a
maguina gue io ejecute fLePa 78). .

Puede parecer grotesco definir un metodo matematico en terminos de {elices
ideas y lanieos afcriunados, pero no obstanie.es un metodo perfectamente izgitimo de precisar
cuales son los problemas que perienecen s la clase NP. En leoria se podria incluso mecanizar
el procedimiento construyendo un srtificio denominado "maguina de Turing no deterministica”
Este dispositivo puede efectuer todas las funciones de una maquina de Turing deterministica,
peroc ademas en algunos punios, puede 2legir de mas de una manera cual va a ser la etaps
siguienie. La clase NF de lo: problemas nodeterminislicamenie polinomicos esta formada
precisamenie por aquellos problemas cuyos casos parliculares de solucion afirmativa podrian
ser identificados por maguinas efecluando una sucesion relativamenie breve de compuios por
tanieo. Se considera que si la maguina no "adivino” comectamente, &l iempo invertido hasia
ese momenic no se toms en cuenls, y se vuelve hacia el punlo de partida ohddandcse de lo
ocurrido. Esto tambien se podria explicar en oz siguientes lerminos: cada vez gue se llega s
una solucion no safisfactoria, se hace backlracking y s= resta sl tzempn de ejecucicn tota! squel
gue fue ocupado en el camino hacia dicha solucion.

La frase "algoritmo nodelerministico” fue propuesta por Floyd en 1967, En estos
sigoritmos Floyd alude si uso de la funcion "choice” para simplificey ia descripcion exhaustiva
en estrategiss de busgueda. En el afic 1970 Fikes describe un sistems complelo de resolucion
de probiemsas en el cus! esto: son especificados en un lengusje procedural gue permile el uso
de las funciones choice nodeterministicas. Para que sllo sea posihle tambien se inrodujeron los
conceplos de "succes™y "lailure”, donde "succes:” hace exitoso al aigonimo y “failure” indica
un fracase. De esta maners, un algoritmo nodeterministico puede pensarse como un algoritmo
gue realiza copiss de 5i mismo 8! hacer un Choice ¥ una copia "musre” si ejecula un failure, es
decir, sifalla [Mii 713 .

Se dice gue un problema perenece a la clase NF_HARD si fiene Is siguienle
propiedad : no se sabe de su perienenciz a la clese NP, pero si fusra NP seria NE_completo.
Eslo guiere decir que es por lo menos lan complicado como un problems NP_complelo.

3.2 - ALGUNOS CONCEPTOS SOBRE OPTIMIZACION

DEFINICION 1:

Un problema de optimizacion es un conjunto M de instancias. Cads instancia &3
un par {F.c) .donde F e5 un conjunto de soluciones factbles y ¢ ez una funcion de coslo,
c:F-—->R '

DEFINICION 2:
Un problems de oplimizacion combinslorio (PGC) es une problems de
optimizacion te! que paratodainstanciz {F, ) , F esfinilo.

Uie shora en adelante s= asume gue Fy ¢ son dadss implicitemeniz en lermings
de dos algoritmos A,y A, ya gue la cantidad de soluciones faclibles puede ser muy grantde.

El algoritmo A; . dado un ohjelo combinaiorial { v un conjunlo B de
parametros.decide cusndo f es un elemento del conjunio F {e! conjunio de soluciones factible:
especificado por los paramelros dados).

El algoritmo A, , dada una. solucion feclible { y oo cenjunio de parsmetros O,
devuelve el valor de clf).

Una mstsncm de un POC puede ser definido enkmce* comg la reprezeniacion
de los parametros Sy Q.
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Ejempio: ]

e Uina instancia del problema de! vigjante con N ciudades Hiene comao parameirc S
sl entero N, y como parameiro G & ia malniz simetrica de distancias entre las distinias ciudades.
El algoritmo A:, dado un objeto fy el parsmetro N, examinara cuando t es un tour de N ciudades.
El algoritmo A, . dado un tour { y 12 malriz simetrica de distanciss, calcula el costo cff; sumando
indss ias distancias atravesadas por el tour.

DEFINICION 3:
La version de optimizacion de un POC es aqueila gue dados parametros Sy O
para los algoriimas Aqy A, . encuentrs ia solucion oplima factible.

DEFINICION 4:
Lz version de evaluscion de un POC es aguella gue dados Sy G, encuenis el
costo de ia soiucion optima.

Bajo is hipolesis que A. es un algoritmo de tempo polinomico (el cosio © no &5

dificil de computar}, |s version de evaluacion no puede ser mas dificil gue la version de
optimizacion, pues dada la solucion cptims, hallar su costo solo lleva tiempo polinomicn.

DEFINICION &:
La version de reconocimiento de un FOC es aguella que dades S,Q1y un entero
L responde 2 la pregunts Existe une solucion faclible f en F tal que cffj<=L?

La version de reconocimiento e5 una pregunta que puede ser respondida por
&{ o por NO. Responder esta pregunia no es mas dificil que resolver Ia version de evsiuacion,
pues una vez resueliz este, solo se debe comparar el casto oplimo cff) con L y responds~ 8 ¢
cffj<=L

Por lo tenlo cads una de las versiones de oplimizacion, evsluscion y
reconcoimiento (en ese orden; nG &3 mes difici que lss snleriores asumiendo gue c es

mputable en tempo polinomico.
Cabe Ig pregunia Son iss tres versiones de ls misme complejidad?. Bajo ia

—hipolesis de que el costo-de une-solucion-cplima-es-un-enlero cuye Iogaritme esta acolsdo por -

un polinomio en el tamafio de la entrada, te puede mostrar gue Is version de evaluacion puede
ser resuelta eficientemente cusndo se resueive a version de reconocimiento. Para mostrar est

debemos evsalosr el costo optimo cff} formulando la pregunta Es c{@'y<=L7 para vanos ualores
de L. Esto pusde ser hecho medianle busgueda binariz v mediante la hipolesis que log{c{f))

esta acotadc por un polinomio en &l tamanq de la entrads, podemos hacer eficienie uso del

algoriimo que resueive la version de reconocimiento para resclver la version de avaluacion

No hay un metodc geners! para resolver |z version de oplimizacion hactendo un
uso eficiente del a2igoriimo para la version de evaluacion, perc para slgunc? problemas esto se
pudo nacer.

3.3 - COMPLEJIDAD DEL TSP

Ei GTSP es una generalizacion de! problema dei visjante (TSP), en ei sentido
gue este planieadn para N vigjantes v st N=1 es justamente el TSP. Por lo tanto como =l
proplema del wajante 5 NP_completo [Leps 81], et GTSP es por o menos NP_completo.
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Intuitivemente 12 complejidad ol GTSP apareca par dos fadus:

1% Hallar ia parlicion optima que cumpla las restricciones. Cada conjunio de ls.
narficion reprasentara las ciudades que debe visiter cada vigjanie.
2; Hallar dentrc de cads conjunto de iz particion, un caming hamillonianc de

costo minimo; el camino gue cadaviajanle debera recorrer.

TEOREMA 1:
Las wversiones de eveluacion y de reconocimienio del GT3F  son
NP-_COMPLETAS, la de opfimizacion es NP_HARD.

Demostracion:

La version de evaluacion se pugde formuiar dei siguiente modo: Dados N nodos

de un grafo de K nodos, y numerns K > 0, con le suma de los K ; = K se guiere hallar una
particion de los K nodos en N subconjuntos, tal gue cads subconjunto contenga uno v solo uno
de ios N nodos, y lal que cada subconjunio contenga K ; nodos. Li=memos a esta condicion qus
panemaos 2 la particion condicion Cond_part.
‘ Eil siguiente algoriimo nodeterministico resuelve el problema en fiempo
polinemico. Este aigoritmo falls si en el grafo dadc no &5 posible haller la particion que cumpla
ias condiciones o 5i no hsy ninguna solucion de coslo menor o igual que L, y tiene exilo si exisie
una solucion de cosio menor oiguala L
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Procedure YiAJANTE GENERALIZACO{ G=(V.EV:GRAFC, LENTERD),
var

{ ¥ es el conjuntoc de los nodos del graio }
conj, aux_conj.conjunto de cnn;untog de nodcs;
aux_V vertnode;

hoolhoolean;

costoENTERD;

begin
aux_Y-=choice(¥};
¥.=¥-aux;
conj:{{au};
while V <> {} do
hegin
vert=choice (V).
bool:=choice{{rue ialse});
it bool then
hegi»
coni-=conj U {vert};
end
else
begin
aux_conj =choice (conjj;
conj:=conj-aux_coni;
8UX_Con)=aux_conj U {vert},
coni=conj U aux_oon;
end:
V¥=Y-vert:
end;

abluve-una paricion-del conjunto-de-nodasdelarsio-en-conpl

34

s
o

-

if Cond_partthen
hegin
casto=0;
while conj <> {} dz
hegin
aux_rsonj = choice(Con));
costo:= costo + EVAL_TSP(SBUBGRAFO_EXPANDIDO(aux_canj)},
conj:= conj-aux_conj;
end;
end;
eise fallure;

if costo <= L then succes
else faityre

I
‘-L';;.

—

E: senciils obzerar que este algoritmo es polinomico. La primey parte, que
hais la particion. elecuta ® o 3 (jUe en caga ciclo rebra un nodo del conjunto de vertices
terming cuando el conjunto esta vacio

-83-



La segunda parte €3 del orden de la cantidad de conjunios de is pariicion, este
numern es igual al numero de visjanies que 2sta acotedo por la canlidad de nodos del graio, es
decir por Ky, pars cade conjunto, s realiza ia llamada 8 £¥AL_7SFque es polinomico. Luego,
el algoriting 25 polinomico. ,

F¥4i_75P es un sigoriimo que dado un grafo (en esle caso el subgrafo
expandidc del conjunto de nodos pasados come paramstros) devuelve gl costo de ia solucion
optima. Este aigoritno es polinomico, ya gue el problema del \najante penienece a WP
{nolinomico no deterministica).

Como el probleme dal visjanie es un caso parlicular de este, y €l pmb!ema dei
viajanle s NP_COMPLETO este problema es por lo tanio NP_COMPLETO (en la version de
recohocimiento). . . .
Por o argumentade mas arriba, dado que la version de reconocimiento del
GT8F es NP, tambien lo 23 en su version de evaluacion. Laides es la misma, ¥ pESE & N0 58F una
prueba formal io expuesto es suficienie para decir gue el GTSP es enfonces NP_COMPLETO,
aun en su version de evaluscion. Es sencillc hailar un algoritmo polinomico gue dads una
solucion caloule su costo. ) .

Pare compleiar (o demostracion, por 10 va sefialsdo, es convenienie sdemas
pedir las siguienies condiciones:

1} Lot coslos de las soluciones factibles al problema tisnen uns cota superior.
£sis coia debe ser una funcion poiinomica de |3 enlrada del problems, en nuestro ejemplo. el
rumero de nodos. Este es posible teniends, por ejemplo, une cota sl cosio de un arco. Siesta
cota es H se puede acolsr el coslo de la solucion por :

N
H#*suma K|
[:]

Este numern a suvez es menor que H # N 2, ya que el numaro de visjantes es
menor gue ia cantidad de nodos del grafo {(BV' <# V).

7y Los costos de iss soluciones daben ser enlercs. En realidan aloanza con
pedir gue ios costos sean discrelizables, en la praclics eslo siempre sucede, ¥a Que jamas &
frabaja con un numers no acolado de decimeales. Por o tan’n f‘:empre podemaos pensar a los
coslos como enteros.

La ve sion de oplimizacion es NP_HARD, ya que trivisimente. sifuera NP seria
NP_COMPLETO, por ser &l viajanie un caso padlcuiar de ella.

4 - SOLUCION EXPORENCIAL AL GTSP

Comgo en indo Pt G exisle una solucion tvisl, ¥ consisie simplemenie en
explorar exhsustivamenie todas las posibilidades.

‘Se hallan todas las parliciones posible: del conjunto de cludades tal que
cardinai de 1os conjuntos de la pariicion sean la contided de cudades gue debe recorrsr oada
vizjanie )

En cada una de esiaz particiones, y para cada uno de los conjunios de ciudades
de cada particion, 3& busca un caming hamiltoniano de costo minimo. Asi se ohtizne pare cada
particion un cosio que resultseis de sumar fodos jos costos de los caminos hamiRonianos
mimimos hallados. )
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Diado un slgontmn que helia periicianes distinias de un conunto de cerdinal &
[NiWi 75], es muy facil agrenar resiricciones teles como

-la particion debe contener N conjunios.
-cada subconjunic | de la particion debe lener cardinal K -

De las K ciudades ,solo interesen aguelles de iss gue no parie ningun visjanis
{estes son K- Ny De eliss se debe ver lodas lss meneras de lomer K.-1 ciudades pars el prime:
visianie {ya que Ia ciudsd de donde parie segura la va 2 recorrer), K- pars el segundo visjanis
v asi sucesivamente. Sillamamos C{Lr) &l numerc combinatorio tlomados de a ', &l numero de
particiones que nos inleresan sone

CHEN K- = O0-N- -l K- = ® Ol -L Wy -1}
esle numero es precisemente

(k-8

{{Ki -fvis o w (‘\_M ?}
5 - SOLUCIONES NO OPTIMAS AL GTEP

N

5.1 -AAZGNES PARE DISENAR ALGORITMOS POUNOMICOS

& diste nL::hﬂ de ser *o!o un problems tearicn. Esie probiems fene un
AuUmers muu grangs d { recorridos v va;e* hatia farass ge ‘zaﬁuémg y
il ¢ ue | } 0
¥ RECSsano | mos gus UB i - nes opfimas, hall
Yhyenazg”

[

ShoRigunac

Digs lecnicss pueden ser usadas como modo de resclutcion de problemas para
los cusles fo se conocen algorimas pOIRORMCSS:

i-Un problems O pars e gue no se conoce sigorimo polinomicp es
reemplazedo por un problema O el cusl tiene un sigordmo polinomice conocido que o
resuslye cuva solucion e: sprodimads e lade Q.

2-Ur subconjusio relstivernente penuefio de posibles soluciones de G es
examinado usando un oriisrio de seleccion rezonable inluitivo v generaimenie pobre. La ‘'meior’
de eslas splucione: poiencizles e lomade camo solucion del problems Q.
fHa 78}

5.2 - ALGORITMOE DE TIEMPU POLINOMICC PARA EL TSP

FPsra el TEP ewislen sigoriimo: gue dan soluciones aproximadss en liempo
polinomice. Enlre estos sigorilmos se encuentran el GREEDY [AHU 83], el TREE -
ALGORIMTHM, v & de CHRISTOFIDES [Pap §2].
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DEFINICION 6:

Sea A un slgoritmo de uptlmlzacxon con funcion de costo positiva C, se2 A' obro
algoritmo gue da una solucion factible F' y ses Iz solucion oplims. que da ei algoritmo A.
Diremos que A' es K-aproximado para A (K;-=D) siy solo si

TEOREMA 2: El slgoritmo TREE_ALGORITHM es 1-aproximado [Pap 82].
TEORENIA 3: B! aigoritmo de Christefides 85 1/2-aproximads [Pan 82].

TECGREMA 4
4 menos gue P = NP no heay sigorimos polinomicos e-sprovimados pare el
problems del viajanie paraningune > 0.

: E= necesario observar gue en los algoritmos no oplimos cliados pera el TEP, se
supone que los grafos sobwe ios que se van 2 aphicer los slgorimos cumplen la desigusidad
trangular. dicho de obrs forma, que io: coslo: de los aroos Genen ies propiedsdes de la
distancia euclides. Ls desigusidad anguler puede plantesrse comio una restriccicn ala
malriz de costos A pidiendoque A+ &), »= A, pare cusiguier Friplz L | Kk En slgunos casos
e pide la desigualdad estricla.

Este pedido, sin embargo, no se reqmerp para probar gl algoriimo (es decir,
“para gue funcione} sing para gerantizar que Iz solucion ses "buena” en slgun senfido. Be pide
gue sea k-agroximads (K finilc), © por lo menos; en caso de no ser posible acolsr |a solucion en
" funcion del oplimo, gue en ia mayoria de los casns de un resultado no muchsas VeCes mayor que
ef optimo.
Sin Is propiedad de ia des:qualdad tnanc;ular £s posible hallsr graios pars Ius

mrml b n . oy rnin amm :
cuzles estos sigorfmos encuenban una w»um?u.uu e cosio ign grande Comb sE ¢

Intuitivemenie, baslans con darle a siguno de los arcos gue & slgoritmo elipe en forma abisgaria
{sin izner en cuenis v coslo), un coslo tan grande como se Quisrs.

Ee inleresante mencionar gue en 105 casos en oz gue se cumple ests
propieded, valiendo ademas e! mayor estriclo, ooge gue sucede sismpre con las dislancias
euclidess, el circuito minimo resulia hamiltoniano, sungue no ¢8 o exija.

: Agregsr piras restricciones, como pﬁ" ejemplo limiter el grado de los nodos del
graic no resuita demasiado ulit

TEQOREMA &5 .
) El problema de! circuile hamillonisno es NP-COMPLETO sun si i grafo cumpls
1a festrinciqn de iener nodos solo de grado cuslrc o menoy.

TEOREMA &

El problemsa del circuito hamiltonianc para grafos con todos los nodos de grado
Jes NB-COMPLETO .

Pap 87}

o Pese a ser restricciones muy fuerles gque eliminarian la mayoris de las
aplicaciones, no ayudsn tanlo come para que vaiga la pena adoplarias.
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5.4 - ALGORITMOS DE TiIEMPO POLINOMICO PARA EL GTSP

La primer desicion tomads, es, entonces, restringirse @ los aralos cuys malriz dz
costo respete la desigusldad triangutar.

5.4.1 - PRIMERA SOLUCION

La primera de estas soluciones fue una generalizacion del algoritmo areedy
para el TSP [AHU 83] que dic como resullado un algoritmo greedy pars el GTSP. Este
algoritmo tambien esta basado en ins de Kruskal y Prim de husgreds de evboles expandides ds
costo minimo [AHU 83].

{-Crear para cada visjanle uns componente conexs que solo contenga ala
cludad donde ! viva.
Z-Ordensr ios arcos del grafo de menor a mayor.
3-Mientras exista algun vizjante i tal que su componente tenga menos de K;
ve.ﬂices nacer.
3. 1-Elegirle arisla L=(LV) tal gue:
- 1y ¥ no esten en s misma componente, ni en distintss (cin perdida
de generalidad U gsta en una compenanie y ¥ no}
-Sea de cosio minimo
- No perienezca a ninguia componenie
- grado({lh) <2 en el arbol expandido
-La componente 8 la cual perienece U sun admita vertices
3.Z-Agregar ¥ & diche componenie
3.3-Agregar L a dichs componenie
4-Agregay e arco que forme un ciclo en cada und de iss componenies Notar
que este gueda univocamenta delerminadc

5.4.2 - SEGUNDA SOLUCION

La idea consisie en haliar uha particion prometadora de slguns maners, v 1Wego para
cada elemento de Ia pamcmn aphcs! et TREE ALGOR! THM.

1-Orden8.r los srcos del graio de menor 8 mayor.

2-Colocer a cads nodo de V' en uns nueva componente.

3-Ir agreganda los arcos 8 las componenies hasts que lodas tengsh
ta cantidad de nodos deseads, es dacir hasia que cada unea tengz
cardinal K ;, usar ias siguientes resiricciones:

3.1-8i el arco une dos componentes distintas o

3.2-8i el arco une dos nodos de una misme componenie y formes
ciclo denfro de esta o

3.3-Si el srco incorpora s is componengte un nodo y enonces
el cerdinal de esa componente supera el numero deseadn (K.
no Se agreas el arco

3.4-cualquier olro caso, se agregs el y se lo quite del conjunta de arcos a revisar
{se obtuvo uaa particion del conjunte de vertices del grafo,

y para cada conjuito de la particion s& obtuvo un arbol expandido T
de costo minimoj
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4-perz cads conjunto de la pericicr hallada hacer:
4.1-cresr un multigrafo G donde por cadaarcoe=(xIxZ)Ge 7
crear los arcos e'=1 x2) e"=H2.x1}. :
£ 2-encontrar uil camino euleriano de G
4.3-encontrar un tour en dicho caming euleriano.

5.43 - TERCERA SOLUCION

Aqgui Ia idea tamhien consiste en hallar una particion pm“’wtedara pers lusqa
para cads elemento de Ja psriicion apiicamos el algoritmo de Chrisiofides. Los punios Zy3
son log mismos gque antes.

1-2-3

{ze obluvo una parficion del conjunio de verlices del grafo,
y pars cads conjunio de la particion se obluvo un arbol expandido 7
ge costo minimo}

ﬂ-para cada conjunic de |z particion hallad= hacer.
i-sea T'=ips verlices de T gue fengan graio impar.
4,2 -enconirer el minimo matching compieto M en el grafo
compielo compuesto rolamente por fos vertices T
4. 3-:"33 G el muligrafo con veriices={1.2,...n} y arcos=arcos de
T ysrocos de M.Notas gue fos vertices de G son los mismos
sz 1o del grafo original,
4 4-encontrsr un caming euleriano en G.
4 5-encontrar en dichs caming eulerianc un touy.

5.4.4-TIEMPC DEEJECUCION

g

t! t.'ee a}gamhm 23 {ie crﬂeﬂ. (.)(2{ ) / el de Christofides es de 004} Pap 821

i3 cantided de &rcos en un graio compielic de ¥ nodoses s -1/ 2=a

Usando estos resuliados se hallan los ordenes de cads £as0 de cada uno de los
slgoritmos presentados.

primera solucion:

1- 3N}, ya gue hay N viajantes

2-0{28iog8i=0{2%Ipg a}, &5 el iempo necessario pera ordenar una fist
de a elementos.

3 - Ef cuerpo detf Mienfras es de orden O{3), ye gue cads vez se buscs
zecuenciaimente enla lizla. En el peor caso, se debers recorrer inda la lisls
de a efemenios. Esie cuerpo se ejeciiz K veces, ya gue cada vez se agregs
un 8rco v 52 termine cuando en ninguna componenis se Dueden agregar mas
8ICos, €510 es. sumaicria (K } veces v sumaioria (4 } = K. Porle ianio el orden
es DK = 8). ’

4 - (K, va que hiay N componenies.

El orden de esie pnm-’-f q(guntmco es entcncer of P‘“Xﬂﬂﬂf * lr:'r;
G fmadmo{ K2 * iog K5, K3y = GIKE ) ‘ :
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seqgunda y tercera solucion:

1-0O{a*ioga)
Z-0f0).

3- G{K#* a}, por o misiao que en el punto 3 de! algoritmo anierior.

Para cada elemenio de ia particion se aplica alguno de ios des algoritmoes
propuestos, por o tanto si un elemento de la particion tiene K ; verlices y el orden del TREE
ALGORITHM o del sigortmo de CHRISTOFIDES es C(K ; ). el orden tolal es ia suma de los
ordenes C{K; ).

Ern la segundz sclucion el orden . folsl ez enionces
O maximo{ K3, sumatoria K; ) = O3, yaque K, <KyN<K

En Iz tercera soiucion el orden total resuffa Of maximo{ K? , sumatoria K, % =
O{K™, ya que los K son entzros positivos v por o tanto ia sumaloria K ¥ <= K* .

6 - LOCA!L SEARCH

Local Search es un metodo que sivve pars hallsr solucione: sproximadas 8
probiemas de opfimizacion. Consiste en haliear una solucion inicial y @ perlir de elis buscar
soluciones cercanas (en slgun senlido) que permiltan mejoraris Al conjunic de soluciones
cercanas auns solucion dada se io lemars vecindad.

La intencion de definir opimos iccales en lavecindsid de una solucion es buscar
enfre las cercanas @ elis Iz mejor.

Una posibilidsd es definly ia vecindad de una solucion como todas las
soluciones posibles. La opuesta es definirls como &l conjunic formado por ella misms. Enlre
esios dos exiremos pueden elegirse muchisimas vecindsdes, eslas deben ser sencilias de
explovar pers no demasizdo oeguenas, de manera gue ef oplimo locs! sea o bastenie buena.

. Puede ser convenienie elegir una vecindad pequefis, awt & riesgn de revisar
varias vecindades sntes de haller una solucion busna, o irabaisr con vecindsdes grandes,
pagando el costo de un mayoy iempe de busqueda.

Todos estos conceplos de LOCAL SEARCH se epoyan sn ls praclics. Soio

medianie expenmeniacion puede resoiverse si ung veCinGagd e5 mejor QUE OUb O 5 una
solucion inicial o conjunto de soluciones iniciales es maior que olro.

6.1 - CONCEPTOS GENERALES

DEFINICION 7:
Us oplimo globs! de ung instancis (F.c) es uniperiznedients £ F tal qus
cffy <= c{y} para lodo vy nevienecienie 8 F.

8i {Fy, ¢:) es una instancia del GTSP, I, es el conjunid de todos los ciclos que
cumplen las resiricciones pare un graio dado y ia funcion ©y de coslo esls dads por la suma de
los cosios de za arcos de la solucion iactible. £ GTSP a: &l coniunle de todas las inslanciss
correspondientes & grafos complelos con funciones de cosle simetices gue cumplen la
desiguaidad mangu!s

DEFINICION 8: ‘
Diado un problema de optimizacion Z coninsisacias (Fr.c7h une vecindad es

una funcion i F; --» partes{F;) . definida pars cada instancis
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Dada una instancia {F;, ¢z} de un problemade optimizacion Zy unavezindad N
para dicha instancia, una solucion factible { de F sera un oplima local con respecio a N si
cl) <= cly) paratodoy pertenecienie a N{f). '
Ejempio:

Para £! problams del TSP se define la vecinded 2-change como Noff) ={g/ g

- perienece 8 F y g pu=ede obienerse de { removiendo dos arcos del ciclo y reempliazandolos por
dos arcos }

Se podria generslizer £xla idea pars uns vecindad B-change.
TECAEMAT:

Pare gl TSP el oplimo iocel de N; no es necesarisments i opimo gichsi pero &l
aptimo local de Ny (K numero de verlices) es gl optimo global.
{Pap &2

- DEFIMICION 18
Unz sclucion local oplime pars sl T3P 2n una vecindad A-chenge & Hema R-

opt.

Parz hailar uns solucion R-opt se defing Ia funcion MEJORAR:

CMEJORAR{ = sl evisle s perienscienie s N {f 18l que ofs) < cff) entonces

Un gigommo pars hallar un ciclo R-oot es enioncas:

;WﬂﬁEdUFF R opt {var i
720 g

"‘"}U

Este algoriimo buzca & oplimo en una vem“ﬂaﬂ
El probiemz ahore £5

5 enconirar uns vecindad adecuada
b} dar una soiucion inicial {p mas)

Por obro lado, se fiene la posihilidad de buscer pocos optima: Iocales en
vecindasdes muy grandes, o buscay muchos en vorias vetindades peousfias.
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Las vecindades R-change fusson estudiadss pars e! TSP, heciendo enfasis ea
N; v N; [Bo &8, Cr 58, Li 85, H¥ 6%}, con las siguientes conclusiones empiricas:

a) Las vecindadas 2-change y 3-change resuitamn muy buenas y relstivamente
sencillas de uliiizar. ‘ :

b) La vecindad 4-change resullo mejor que la 3-chaige, $2rc las mejoras son
tan pequenas gue no conviene enrenter el costo mayor de busqueds.

t) La vecindad 3-change resulle lan poderose, que &n la praclica 22 casi o
mismo COMeNnzar con ung solucion ‘buenz’ {aproximads) que con una hallada sl azer. Esio &s
completamente contraintuitivo, en general se espersria que empezando con solucionss buenas
Se consiguieran sproximaciones mejores.

- d) La probabiiidad (hallada empiricamente} de gue uns solucion 3-opt pars un
problems de 45 ciudades dado sea oplimo giobal, es sproximadamenie de .04 Luegn, para
100 corridas, comenzando de soluciones "al azsr Ia probabilidad de haller =l cplimo global es
de .99

g) La probab;hds& {haliadz empiricamenis) de c:u= uns solucion J-opt sea el

optimo global es sproximadamente de 2 K10 *

Comao conclusion de o anierior, se ve gue para &l TEP =3 efeclivo ulilizar
soluciones iniciales elegidas af azar, que 3-change e: una vecindad buena v gue muchss
corridas ayudan mucho nara enconirsr uns solucion sproximads. El exilo oblesido con el TBP
impuiso a ulilizar esta tecnics con olroz protilemes. Bin embarco, enolros problemss enios oue
se deben definiv vecindades mas debiies, puede resufler convenisnie comenzar con uns
solucion buena, tal vez hallade con un aigontno de aproximacion. Lamentablemste, todos fos
resultados en este aree no exlan apoyados sobre uns base i2orice, por lo oque tedﬁ hipolesis
debe jushficarse empiricamenie.

£l porecido entre =i problems del visjenls y & GTSF v la posibifidad de
encontrar con relativa facilidsd una buens solucion inicisl con ios algoriimos propuestos
antericrmente, levan a conlemplar la posinilidad de ulilizar este melodo psra el GTSRE

B.2 - SOLUCIONES INICIALES AL GTSP

azss [Pap 82]. Oirs pnsnbmdaﬁ seria entonces generar varias soluciones af azar para e! GTSP y
tomarlas como saluciones iniciales.

b-Una posibilidad es tomer como soluciones iniciales aguellas gue se oblienen
por ios slgoriimos no oplimos ya propuestos. Esto daria tres soluciones iniciales (Greedy, tree
algarithm y Christofides generalizada), 0 menos pues podrian coincidir algunas.

c-Otrs posibilidad es generar las x primeras soluciones con el slgoritmo
exponencial. Perc as obienidas £n a seran en la msyoria de Ios casos mejores con respecio al
costo.Por olro lade ests ides no ds soluciones tolalmente al azar, ni soluciones ‘huenas’, ni
soluciones demasiado ejanas, por io lanie esta iecnica no se tomars en cuents.
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. £.J-YECINDADES PARA EL GTSP

z-La primers propuesia 25 nallartavecinaed 2-chand@ 0 3-0uenge pors Cana
subconunts de ma narlicion.
Eq cargingl e Z-change es:

N
#N,{ = sumatorid K % (X312
i=1

conk »=3. Es impnr!ame que esie RUMBYO SB2. pulinumicn con relqcmn i numen: de nodos,

vegindad.

: Eslo se debe 2 que elegido un arco .no puedo elegir ninguna de los adyacentss

: ’a el {ni el mizmpo arco} puss el resulisdo de remover esos dos arcos y sQreqar oirps dos

. fresufierian se7 los mismos} deria el mismo grafo . La division por dos es povgue = los EfF“"Y-_,.

- gel problema vesulls o mismo elewr el arcu {uy; gue el svco {yu) Ademas se nide ¥

© o porgue sing e numero [ % (K -3 ¢ 2 seria negsliva y n tendrie gentido. Eslo o5 porgus

_remover dos arcos en un ciclo de dos o res arcas obligaria _3 elegiv dos arcos-adyananisz y eso
no puede pasar por o dicho ﬁrienormpnte ) Co . .

a-Lsmemos 1-pen & is vecdindad que se an'ere al aplicar una funcmn Ny tal
. g/ g periensce a by ¢ guede oblenserse de Linlercambiando 2 nodos dal grnio de
- mansrs ﬁsi que cada nodo reﬂmezm Rl su‘“sr'umunto de la particion disitinto}

e guai maners se ouFdP definiv uns vecindad - pan, obiemt!a a pami' de una
sucion faclible splicando. la funcion Mo e guel B =l g g pPﬁSﬁEBﬂ a F v g puede -
i il g,.d* 23y nodos del grafc de manera {8l gue o »}Ed&ﬁ&vm 13 un
1, Vo fﬂrnf m honos » oirg distima) . )
side gue los dog suboanjunlos engen cardingl esticlamente mayor

2 1z vecindad "-paﬁe&adaﬂdpct

N ..
sumaioria (K- % (8- K31

ste numern se debe 8 gue-cads cudad del araio puede ser inisrcambiatia con
cuaiguiera que no esle en sumisme suboznjunic da e pariicion. Se divide por 2 pare no contar
arcos repetidos. -
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Para formalizar ei concepto de vecindad 1-part g inlroducen los siguien

Dads una particion uniforme {A,B) v elementos a en A ybenB ia opereumn
definida por -

&'=(A-{a}) U {h}
5'={B-{b}) U {8} 22 llama swap.

Una particion unilcrme (3.8} estel que A =78
Consideremos el efecto gue tiene &l swap sobre el cosio de la parlicion A.B.

_ DEFINICION 12 -
Uamaremas costo externo asaciade a un elemento a perteneciente's A

Efg)=suma o, - o
ienB (d. es:elcostodelarco ()

Liameremos Cosio interno asomado 3 un eiemento a
Afgi=come d, - ’
- jena

-

Dtz save lasuma E{9) + iz, ol coxlo de un nodo. T -

3

Daaﬁ. una 8 Lim[mf blelalswapdeavh “re:,at: £ ung pUuCe m‘x de _J;ta

glat) = off - D(e - D) + By, * Ghs 3+ 8g in + oy . donde (aw,, . {98
(nvﬂyfv b) son los nusvas arcuuncmpmadoo o L

ﬂ':ﬁ?a!ﬂo!ﬂ'* N ST o e
' L VECINDAD SWAP - (s pam un. problems de particiones unicrmes s
normes A'E que pueden gy umﬁma : de 18 pafician unilorme -

HOF it} sxmgia *wa I

- ‘Se pleds ancontrar un swap favorshle an C(N<), examinando ofak; rare mur
- pef 3 en' A, boen B -Be pueds investiger ts vecindsd definids por & mien.aan o de dos
: = & con dos elementos dz B sn SN % £sle s la ides de Nop . s andris
fomaliz: igufents modo; : e S
Upda-ung parlicion -A1=A11 U A12, AZ=A21 U AZZ A3, AN, unelemenic de la
vecindad N seria ' ;

A'=A111U 522, A7'=AZ1 UAIZ AS AN
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mpiazaf e Busgueds de un swep favorabie DOU uUne SBCuUEnC
osio de lz nstennia del problems. Asi una secuendcis favorable

CI =

n¥=ALR
seu 15 maas chizo posible.

o3 elementos

! g = o i.
‘v i ‘, recalculer D,
L,:, uasm 2y 3. ohienisndo uns secuencia de pares a;" by, .0 g, b,
Unawez gue un par fue elegide no se pueds elegir nusvamente.

eslz forma e obliene una seousncia g, gr fue comesponte a los pares
ir 0 i oier &l conjunio X={a1 . LaltoonY=iby' bt s

i intercambiando iodos Ios neodps de Aconins de B
a:;uF Gl z2aminin c;

ubconjunics de i2 parlicion 2olo se irabsjacon dosy
;, i3, DOV 10 tanic se gide ko=, k<

4 parlir de laidea sugerida en b 22 propone una vecindad con & uncion
ienie algeritmo:

Iz solucion faclible. Se pide que A lenge al meno: dos miembros

7 i 55. Pero agui ambien se gresaniar vanas
3s o szmﬂ“ c!e nac‘erlr‘ :
. iz elias serlz dada una solucian factible hallsy la vecindad con lz fum oh definids en oy
aﬂra cads iFm“ﬂ'ﬁ de iz vecindad splicay lafuncion i,

i “, hallar 1 vecindad -psr mediente je funcion Ny, vy pars cade slemenic de 1z
3 : ‘;’ haller prunerc 2-chenge v luego 1-part gera cada
a generalizarse:

N 0

Mpae P ohews den
Mo M oors w-pan de R-changs

m‘.

fatimitiendo ef ahusn de nolscion pues - v & estar dsfinidas de F en partes{s

£s olaro gue 8 meg) opons 2 wna estrefedgis combingda Fote Lonesab.
intuitive se justifica de ia




TEOREMA &
HNo(N: o (6) = #N: o (N20) = N o) * 4N

Seatuna solucion inicial, y sean gl=#N (. G1=N;, {0, 2= 8N, G2=N,{.
N, N,D)(t) {No{Ns ; {03); esio es splicar la tuncion Ny a la solucion iniciel 1, y luego splhicer N2 =
cada elemento de! conjunto G1.

#N N )= suma &N, (g)
gEen N‘;;m

Pero coma #Ny ()= g1 pera cuslguier {, entonces #{N; Ny (i))= gl%g2

{Nyp N =Ny (N (f)}). esto es aplicar la funcion i; 3 la solucion inicial {, v luego splics: Hin
cada elementig del conjunio G2

#{Ny N2 ))= suma &Ny (o)
g en Nyl

Nuevame:is coma #N, =02 pars cuslguizt |, enfonces 0N, N, {1 =a2¥gl.

TEGREMA §:

R-change esle incluids en R-chanoe de m- : .
en m-psit de R-change! vy m-part ests inguids en B-change ge m-pant rm:ainxeme F c; .8“@{‘ esia
incluice en m-pari de R-change}.

La demostracion es ivivisl. Dada ia funcion Ngy M

noluida en NNy (). { parenece a Nl ¥ o N, {f). Por oo
nnta.mon que represeniz en realidad

Nr{Nmp ) = 11 { Np{o) / g perienece e Ny 9 )

En na'iiculs!cu mo | pererece 3 Myp ), Noll este inciics en la gran umieon
uego Ng{f) esta incluido en Nx = (Mg ).

Comao h perlenece a Ng{h).. pare cada g perignecienis s Hm;(t) g perensce a
Np{g). Luego pera iodo g en N (). g esta en la union definide mes arviba z_uﬂ_m Nppl este
incluido en Ng{Np, (B).

Dusiments se demuestra ls segunda afirmanicn

Quedaria ahora por definir que esivsiegia cambinads de las posibies elegimos.

LEMA 2:
' £n fe vecindad Z-change de una solucien faciible 1 dadss fos arcos {553 ¥
%0.54) de un cicio C de ie solucion {, queda delerminado un wnico vecino de f sscanoa esos
arcos; y los arco? que Ios substituyen son (52,54 ¥ (51,53

Este lema se observa graficemente. Deben verificarse POy Separadc (oS Casos
{2} tos srcos son adyacentes y (i) 1os arcos no son sdyacenies

TEOREMZ 16:
Ny Ny ok = Ny (N}
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Demostracion:

Nip(N;) = Union  Ny,(a)
g en Ny

Dado r en Ny (No () existe h en N, {f) tal que 7 perlenece s Ny, {n).

Por el iema. anleriar, como b perienece a N2{§, h esla univocamente delerminade por los arcas
elegidos.

Sesn {31, 59} ¥ {83, &4 los arcos elegidos. Por el lems anterior, log cambios fusron:

{si. 82) - (81 . 33)
(83.54 > (87,84

Sifis1.s9). (55,58 =1{51. 89 . {5;. s} {en este casc ios srcos serian adyacentas) se tiene k=i
luego Nyg{h} = Ny ) por un leorems anterior este incluido en Ny(Ni ) uago Ny [N, if)) este
incluido en Ny Ny (5).

Es sencitio ver gue si 1 esta en Ny (), r esterunivocamente determinado por ins verdices vy, vy
elegidos para el cambio.

Anslisis por casos:

a) v =v; luega r =k, luego r esta en Ny{ff-por sl leorems enfsrior esta en No (N )

) vy <> vy ==3 vy &sla en Pl y vo esta en P2 con P1<P2 elementos de lz particion inducizs
por la solucion faclible {.
Hay dos posibilidades:
b1} sin perdida de generalidad, vy = §y.
bZjv,<>gpamj=1.4i=12
Por el iema antenor, toda oira posibilidsd es equivalenie (5.p.9: a alguns de estes dos.

En el caso b2) la splicacion de iss funciones es otalmenie conmutative, es deciy,

~siseliegadetaheligiendo {ss3) y (53549 y oe harefigiendo vy vy sepuede iegarde toh' —

eligiendo primero v; y v; ¥ luego de b* a v eligiendo (s1.5;) y (5254, La verification de oue
ambas ransiormaciongs son validas {llevan de una solucion faclible » owa solucien faclibie) es
muy sencilla.
En el caso bi) tenemos gue:
vy = sy, luego como Pl < P2 v <> 5.0i=1..4

de f se liega a h por una iransiormacion ssocieda a Ny y de h o v por una asociada 3 N,

f->h->r
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o viste mes amiba v el lema snlen
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dip o (D) esta incluido en My(N ) pora

’f}; para fodo f se deduce gue By Mg} = Wy b

soiblemanie

suliado pusda gensralizarse param v B arbilvarins sungus

una -,}Fﬂ”egm mmbmaﬁs no inleresa el orden en
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6.4 - METODO DE BUSQUEDA

Pueden aplicarse varios meodos de busqueda. Uno de ellos seria adoptar 18
primer solucion que s& encuentre en la vecindad que ses mejor gue I8 gue e tizne. El oo
exlremo seris buscar en toda la vecindad hasta encontray 12 mejor solucion y adontariz :

Se debe tener en cusnta, tamhien, le ides de REDUCCICH Un gjemplo de bz
aplicacion de esta idea en el TSP es: al oblener verios oplimos locales, s observa que fienen
arcos en comun. Una esiralegis es, enlonces, fijar esos arcos y seguir buscando pers shora con
menos arcas: se redujc e sspacio de busgusda y se trabsje en subconjunios de las
verindades.

© Otra idea, llamada DEMAL conciste en hacer exsctamente io opuesic. Esio:

arcas gue aparecen repelidos se prohiben, ya que s& piensa que buscer siempre “por ese
lado" puede estar enganando a la estrategis. Se fuerzs a respetar ls heurishica perc pers un
comuntn de soluciones alejado al que se estuvd revisando hasts el momenlo. Eslo sirve sobre
todo si ks solucion obtenida se aleja mucho del cptimo.

En el momento de implementar el algoritmo, tambien debe tenerse en cuenia ef
orden en el que se va a reslizar la busnueda Este orden puede terer 0 no imporancia
dependiendo del problema.

7 - CONCLUSIONES

En este trahajo se presenta una generalizacion de un prablems muy conocido.
A traves dei GTSP se intents ejemplificar una metodologis de irabajc pars enfrenizr y resolver
problemas muy complejos, ya sea usando ‘soluciones & problemas similarez o fecnicss
modernas como locsd search.

Al haber contado conuna {ormslizacion del concepio de vecindad, se pudieron
oblener vaiiosos resultados iecricos.

Las conclusiones halledss acercs de la campie;ndad del GTEF sivieran de
impulso pars buscer distintes sclucionss sproximadss de hempo polinomics ' &

Es imporienie tener en cuenta que el GTSP e: una posible generalizacion al
problems del visjanie, olrss generalizeciones podrian aporiar distnlas ideas s los lemas
plarteados. i

En el trebajo se pre*eniemn vanios slgoritmos. Para poder compsrarios v
abiener candusmne&ma&p:emsas zeria interessnie implemenisrios v hacer estadisticas sohre
elios.
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